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Preliminares

P L. sistema eldstico constituido por el ala de un avién
E presenta un fenémeno del mayor interés en lo que
se refiere a vibraciones, dando lugar a lo que, en lengua
espaiiola, pudiera llamarse flameco (flottement), ya que no
se trata de vibraciones armdnicas simples, ni aun de la
misma serie, sino de un género de vibracion andlogo al
heterodino de los circuitos eléctricos, en el caso que va a
ser considerado, por ser el mds frecuente, de un ala mo-
noplana semivolada.

El esquema del conjunto vibrante puede ser el que re-
presenta la figura 1.": el ala volada estd soportada por un

18/
06N
Pl \
b - = \P
/// - ’\ P"d \
i R

Fig. 1.0

montante constituido por una materia deformable; pero
de ello resulta que la rigidez del primer tramo de ala es
diferente de la del segundo tramo y entonces la vibracion
es un caso tipico de vibraciones acopladas, pues aunque,
en realidad, un sistema en el que intervengan diversas
masas es ya un caso de acoplamiento, se consideran
como tales mds bien aquellos en los que los diferentes
sistemas parciales, cuyas vibraciones se influyen mutua-
mente, estdn en condiciones diferentes, que es lo que
ocurre con el caso que se examina.

Método de planteo del problema.— Se empleard, para
deducir las ecuaciones del movimiento, el método de las
ecuaciones de Lagrange, que es de comoda aplicacién en
este caso.

Estas ecuaciones tienen la forma:

d ( f?'l‘) T il

» ) == ~ = llt]J
dt \ dq; Sy 54

debiendo, por lo tanto, calcularse las cantidades que en
ella figuran, en las que los pardmetros g; van a ser los
dngulos 2 y # que se indican en seguida.

Se adoptaran, para ello, las notaciones siguientes:

%, &, coordenadas angulares.

a, b, longitudes marcadas en la figura.

[1, momento de inercia del primer tramo respecto a la
unién con el fuselaje.

I3, momento del segundo tramo respecto a su centro
de gravedad.

Mp, masa del segundo tramo.

R4, rigidez del primer tramo o sea el momento que,
por la deformacion del montante, haria llegar a un »a-
diante la deformacion angular de rotacién del primer
tramo.

Rp, rigidez del segundo tramo por la flexién de éste.

Se supone que el enlace del primero y segundo tramos
es eldstico mientras que, para todos los demds efectos,
los sistemas son rigidos

La energia cinética se calculard siguiendo el procedi-
miento del péndulo doble, a cuyo caso es completamente
asimilable el sistema, en lo que se refiere a este aspecto
de la cuestion.

Las coordenadas del c. de g. del segundo tramo son:

Xy =fi(n, B =acosz+4Dcosf 0
]

¥ =fy (2, B)=a sen z-}-bsen B

con lo que la energia cinética del c. de g. sera:

1 . . 1
3 Mp (.\‘12 + ¥ 2) — --2 -Mp

;

a?a? -0 L 2abafcos (a—P)

y la de rotacion alrededor del mismo:
1 I r;a
';2 LB

vy puesto que la energia cinética del primer tramo es

Ia 22

resultard la energia total:

T =

fax2--Ipf 4 Mp qu at b2fe

+2abuB cos (=« —[‘;_:I (2].
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De esta expresion se deduce sucesivamente:

8T

e I_.l;, - Mpa® . % E—M,:mbfﬁcus (f— =)
L1/ )
(3]
':T H ol - 4
d— Ink -+ Mph® - Mpaba cos (5 —a)
y, por tanto,
1 ol - - - ) ) \
LS AC SRS Taz - Mpa®z + Mpabjcos (i —x) —
dt S
— Mpab :3, (_f'-;_,}_) sen (f— «) ’
l‘i]s
d oy - o - .
s o= I Mpb2i- Mpabucos (3—uz) —
di 25

— ;h'fgm’u}.(fﬁ— *;) sen (3 — u) /

y puesto que el dngulo §—2 es muy pequero, se pueden
hacer las hip6tesis habituales sobre el valor de sus lineas
y resultard que [1] se convierten en

d oT s s

— = (ITa ++ Mpa?) a.-+ Mpab

di o :
R [5].
fr o . .

—_— — = (7 Mpb?) 5+ Mpabz

dt 53 (B MBbe)

Ademds, de [2] se deduce:

T . T .
— =2 abasen (j —ux) — — ‘?-——-O 6],

Su o

Por otro lado, la variacién de energia potencial con re-
lacién a los parametros o fuerza eldstica, en este caso, es:
3V I ) 4

— =Ra2—Rp(B—1) »

E ap

= Rp(f—=2) [7])-

Ecuaciones del movimiento. — Con todo ello, las ecua-
ciones de movimiento, sustituyendo en [0], resultardin
siendo:

(Iqa+ Mpa?) :.:'—|—.UH ab :‘.: —Ri2+Rp(B—=2) J
(Ip+Mpb2)E - Mpabz—=— Rp(f—2)

o bien, ordenando:

(Ta-+Mpa?)a 4+ (Rab-Rp) 24+ Mpabi — Rpfi=o

(Ip+ Mpbh?) “:i'—j— Rppg+ Mpab 41— Rpz—o0 (8

y puesto que en cada una de ellas entran, no sélo cada
variable vy sus derivadas, sino términos dependientes de
las otras, representa el caso tipico, como antes se anun-
cio, de vibraciones acopladas, que es exactamente ani-
logo al de acoplamientos de circuitos eléctricos, puesto
que en éstos, figura 2.", las ecuaciones de la oscilacion
combinada son:

Py . U i

(L= L'y ‘|'1'|(_.,.'1 o o3 — - Myq iy — : :”E
12/ 12

l ] | ;t = (]s

(La+ L'a) fy 415 ( +

Cq Cio

) + My 1y —

Cra
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en donde los coeficientes representan las inducciones y
capacidades que se indican en la figura,

Se ve asi que: 74 e I hacen el papel de autoinduccio-
nes propias mientras que Mp a®* v My b el de las autoin-
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ducciones que tienen influencia mutua, cuyo coeficiente
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Fig. 2.8
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de esta accion es precisamente Mg ab: por fin, re-

presenta la capacidad de la parte comim a ambos circuitos.

Propiedades generales de las vibraciones acopladas.
Propiedades cinemdticas. — Para poder deducir conse-
cuencias aplicables al problema del ala, interesa presentar,
aunque no sea mds que en resumen, las propiedades mas
salientes de las vibraciones acopladas.

En primer lugar, éstas son, como se va a ver en seguida,
de la forma

5= B, sen (n,t + 3) + A, sen (n, 1 + 3y |
\

[9]

4= B, sen (ny t - 4,) 4 A, sen (n, ¢t 3,

y, por consiguiente, conviene empezar por recordar las
propiedades, simplemente cinematicas, de una vibracién
de este género o heterodino que, segin se ve, no esla
suma de dos armédnicos de la misma serie, pudiendo decir-
se en sentido estricto, que las funciones % y » no tienen
ciclo, a menos que 2, y 1, sean conmensurables entre si,

Conviene transformar del modo siguiente, tomando,
por ejemplo, la primera:

G=senn,t[B, cosc + A, cos (3 + A3) cos An - § —
— Ay sen (3 -+ Ad) - senAn - ] | cos uy, ¢ [B, sen 3, —
— A, cos (3, + Ad) sen Am - ¢ 4 A, sen (3, 4 Ad) - cos An - #],

siendo

-. . x
— 0, = Ar
Gy ;l—.SJ "

Ny, —n,=4aAn,
v haciendo las cantidades entre corchetes iguales a
Fcos Ay Psend

por fin, resulta:

= Psen (mt 4+ A) [10]
que representa, es cierto, una vibracion de periodo
2x
T = [11]
ny,

pero en la cual la amplitud, asi como el defasaje, son
Junciones del tiempo, por lo que esta vibracion debiera
llamarse, y asi se hard en lo sucesivo, fluctuacion (en
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alemdn, Schwebung; en inglés, bealing), ya que las pala-
bras pulsacion o latido, que han empleado otros autores
espanoles, no se acomodan a representar exactamente las
circunstancias del movimiento.

La amplitud variable tiene el valor:

P= A4 B* -2 4, B, cos (A3 — An-2) [12)

y de esta expresion resulta que los valores extremos de
esa cantidad son:
£+ By

y 2(B—A) [13]

que los toma con intervalos Ty de valor

(14]

2 An

Esta cantidad 7' es la duracion de la Jluctuacion, cuyo
valor, en funcién de los periodos aislados de cada com-
ponente, es:

re LT
Ty e T

¥, por lo tanto, serd Ty tanto mayor cuanto mayores sean
T, y T, y menor su diferencia.

A su vez, tiene una dependencia esta amplitud, respecto
a las pulsaciones aisladas de los dos sistemas vibrantes,
que se verd a continuacion.

Propiedades dindmicas. — Es a M. Wien (1897) a quien
se debe el conocimiento fundamental de este género de
vibraciones y, usando su método de representacion, la
forma gencral de estos movimientos es:

EH2/fiB+vti+op, 2+2f10 24 v 2=0

Y " [15]
#+2fyattatg, b

P—Qfa"'sF:' v, fi=o0

En cada ecuacion los tres primeros términos represen-
tan la oscilacion libre propia, con amortiguamiento de
cada sistema, ya que a ellos se reduciria cada una, si fue-
sen nulos los coeficientes 3, 5,, My Y 22 %2 Ty, que son los
coeficientes de acoplamiento y, precisamente, siguiendo
el criterio de Schuler (1929): ¢1s 72 los coeficientes de aco-
plamiento de inercia (en electricidad, inductivo o mag-
nético); n, y w, los de acoplamiento de Juerza o eldstico
(en electricidad, capacitivo) vy, por fin, los s, s, los de
acoplamiento de friecion o de amortiguamiento: f, v f,
son los coeficientes de amorticuamiento propio de cada
sistema.

Caso de acoplamiento eldstico de Juerza. — Para ob-
tener mds facilmente los resultados de este estudio con-
viene prescindir del amortiguamiento, es decir, suponer
Ji=/f: =0y, ademas, que s6lo existe acoplamiento elds-
tico, o sea: p, = p, = 0.

[Las ecuaciones seran:

LT |

Pt vliga=o0 e
- [16]
o '|l" .J".’ % + ‘122 Vi t’-“, - 0 s

Se ve ahora que v, y v, son las pulsaciones de las vibra-
ciones, sin friccion de cada sistema aislado.
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La solucién de las ecuaciones [16] es de la forma
Ae ™, en donde i es raiz de la ecuacién:

)2 - 2 vy,
. =0
| uy? Tia A2 - w2 |
0 sea
] ] . “ W'S IJ o a ) -
e 2 {7 tuld ) (- 1)+ d byl oy, | [17]

Resultan los valores de A* negativos y, por tanto, 4 de
laforma: ing y +ing, y suponiendo: v, <v, y que (v,* —v,?)?
sea grande respecto a 4 v,*v,? Ny gy los valores de ng y
iy pueden ponerse:

a 3 vlg "'.'2 T Tia Y
w Hy= =Yy + B . ||h]
Vol — v,
¥, por consiguiente, los valores de Bya
8= By sen (n,t 4-3)+ 4, sen (n,t + 3,) ) 119]

2= D3, sen (1,1 + 2)) + A, sen (n, ¢ 439

Las vibraciones compuestas estin, como indican las
formulas [18], fuera del intervalo de las de cada sistema
aislado, es decir, la mas lenta lo es mas que la mas lenta
de las dos aisladas, y la mas rdpida lo es mis que la mas
rapida de ellas.

Las amplitudes de las dos componentes de « tienen el
valor en funcién de las de {:

My — v2

i, =B, - =—1DNRu, A4

b B |

"ug - "'J“

= dyp, [20]

o
Yo Ty

¥ quedan asi cuatro constantes arbitrarias que se fijardn
por las condiciones iniciales, tales como:

i=p . r‘;‘—t‘]! # =0 1.5=0. [21]
¥ entornices resulta:
1 e i
R =&_' " A :ﬂ E " 'r}l-——-6‘= [22]
vty oty 2
Y, por consiguiente:
. P ] = T
3= Py osen (gt -+ +pysen|n,dt 4
My 2 2,
» [28]
Piaps [ T T
= - sen ( w,f sen | n,{ 4 -
My F1ty 2 \ 2/

De estas expresiones se deduce que las Suctuaciones
tienen el periodo [14]:

2w

4 Ny — 1y,

[24]

y las amplitudes oscilan [13]: la de £, entre + Py
=i Ly L,
+p Pt yladex,entre o y 4 2p 11"
!"] + ]"2 P-] + !I’J
rrespondiente cambio de energia entre ambos sistemas,
como indica la figura 3.

con el co-

En el sistema z, el valor maximo de la amplitud de-
pende de:
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v, 2.2
Ly Ihg Vit Vat T e
[ e B i1 T 125]

[ o 1Y (=) (g g v 1)

que es tanto mayor cuanto mais fuerte es el acoplamiento
y menor la diferencia v, — v, .

Como la otra amplitud, depende de

Py — Py
R ol
que vale
w2 — vl

y [26]
vty

no puede tomar valores muy grandes si no son 7, y 7, de

signos contrarios, lo que no suele ocurrir generalmente.
in el caso de que sen v, = v, =v, es decir, sean de

igual periodo las vibraciones aisladas de cada sistema, las

formulas anteriores no son aplicables, y los valores de

4 Y Na , son ahora deducidos directamente de [17]:

wi=a(tVom) o mgm (1Y) (20

que si es = | «, v, una cantidad pequeia, se pueden

I)U'Ill‘l':
Ll M
21) e Tha=¥ (l Ty )

Contra lo que a primera vista parece, no hay ahora
una sola vibracién, sino dos separadas, por debajo y por
encima del periodo comim, la misma cantidad.

Como se verifica:

28]

'l

— —_ o
== -
{“
resulta:

- z {sen (-u,, {4+ L)) + sen (u“ 1+ ; ” )
sen (.-u,,t + ; ) — sen (ﬁ,,!—{— ; )‘ )

y las fluctiaciones de ambos sistemas, tienen amplitudes
an de o a Z= p, por consiguiente, ahora el cambio

w

[29)

oyl
= — I !
2 "y

que

REVISTA DE AERONAUTICA

de energia es total en cada periodo; pasa del sistema
o al B e inversamente con la duracién del cambio:

2= 2=
Ty= s
ny— 1, Vi
i . : 2n
cuya relacion al periodo de cada sistema es:
k]
Ty
Ty

Acoplamiento de inercia. — Entonces son las ecua-
ciones

B8 fimol

i et plfimol

que dan lugar a consecuencias andlogas con los valores
3 o

de np y 124 en la misma hipétesis anterior de ser w* — v *
grande respecto a 4 »,* v *q; 1,

't oy *'1.] L 2

[30]

0= (-,I‘»‘ - 3

a
yoa2 -y
Yy 1

Al 29,20, 5, 1
il U A v = e
/g 4 — 1t

y resultan las vibraciones, como en el caso anterior, fuera
del intervalo de las dos aisladas.
En el caso de ser v, = v, — v, resulta:
W2 X

— e W= T (32
L4 Pz e o2}

I— I':’l P2

"yt =

Acoplamiento eldstico y de inercia.— Si existen los
dos géneros de acoplamientos, entonces se combinan los
resultados obtenidos en los dos casos anteriores, fijan-
dose en que el efecto de ambas clases de acoplamiento
es, cuando son de tal indole que los dos coeficientes ¢ y
los dos 7 son de igual signo, precisamente contrario sobre
los valores de las pulsaciones de combinacién ny v 24,
como puede verse en las formulas halladas.

En el caso de que fuesen v, = v, = v, resultara:

G ) BN (B8 [y

a
h

iy

B m——— " 7 ==

I = l “1P2 1+ [ Y P

(38]

y si fuese, ademads, 1, n, = g, gy, ambas vibraciones coinci-
den con las aisladas, pues seria: 1a=mn,=v, y no hay
cambio de energia.

También es digno de notar que si, siendo v, J=v, es
Ty =0, ¥ Ty ==py, ENtONCES €S 1y =, ¥ g =1y, ¥ tampoco
hay cambio de energia entre los dos sistemas.

Aplicacion al problema del ala. — Se ven las notables
consecuencias que del estudio hecho resultan.

Salvo los casos particulares citados, hay cambio de
energia de un sistema a otro de tal modo, que las ampli-
tudes de cada uno son mayores que las que tendria si
vibrase aisladamente, y en especial el efecto es tanto
mis peligroso cuanto mas pequeiia sea la diferencia entre
los periodos de vibracién de ambos sistemas, sin que por
ello se llegue a que el caso mds perjudicial sea el de exis-
tir igualdad de estos periodos, pues aunque entonces el
cambio de energia es fofal entre ambos sistemas, en nin-
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guno llega su amplitud a crecer ilimitadamente, sino que
permanece igual a la elongacidn inicial.

Es el fenémeno que resulta cuando v, — v, es pequeia,
sin ser nula, y ademis es débil el acoplamiento, al que
puede llamarse flameo, que, como se ha visto, es un mo-
vimiento de fluctnacion de gran amplitud.

Del estudio hecho resulta también que pueden existir
alas que por su misma organizacion tengan predisposicion
al flameo, aun solamente con su vibracion natural.

Pero aun resulta mas peligroso este flameo si puede
presentarse, no espontineamente, sino como flameo exci-
tado o forzado por acciones aerodinimicas, sean las
producidas por viento en régimen laminar, sea las que
se producen por el desprendimiento de los torbellinos de
Karmdn; por ello es importante tratar también el caso de
vibraciones forzadas.

Vibraciones acopladas forzadas. — Se comprende
que este caso es de mayor complicacion que el anterior,
por lo que se limitard el estudio a indicaciones sobre los
resultados que se obtienen cuando una causa sinusoidal
actiia sobre uno de los sistemas, que se considerarda como
primario y con un acoplamiento solamente eldstico.

Entonces las ecuaciones toman la forma:

i !l— ‘119 r‘; }— 'a,'l Ty %= R sen w
5 \ 3.
2wt atvinili=o0

Los valores mdaximos de las amplitudes son:

Ph = _ér"
Ve z2 —opkt 4 Ks
P, =R u e
V LEAE— PR LK
siendo
Z,g = l_'ale — w22 Z-;"‘ = (Ya ,,,2)‘! "
p=of —mf (422 b2, K=o

Ladependencia de 4 y B respecto de w es de décimo

A :
I I
| I
! |
! |
| |
' |
|
L | o

-
Hb g
Fig. 4.* — Acoplamiento fuerte, amortiguamiento débil,

grado y, por consiguiente, de estudio muy complejo,
habiéndose deducido por M. Wien, curvas de la forma
de la figura 4.%, cuyos mdximos estin en las regiones
proximas a las vibraciones de combinacidn, es decir,
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cuando la causa exterior tiene una [recuencia igual a
una de ellas, lo que indica la importancia de la determi-
nacion de éstas para evitar la resonancia con la causa
excitatriz.

Si existe amortiguamiento importante los mdximos
toman la forma de la figura 3."

A A

3 W

.

Fig. 5. — Acoplamiento débil, amortiguamiento fuerte.

El maximo efecto del cambio de energia del primario al
secundario tiene lugar cuando la causa exterior estd en
resonancia con el segundo, sin que parezca tener influen-
cia la frecuencia del primario.

Donde ¢ésta tiene efecto es en la consideracion de que
los menores valores del efecto mutuo o cambio de ener-
gia, tienen lugar cuando las frecuencias aisladas de los
sistemas parciales y la de la causa exterior son iguales,
es decir, cuando se verifica: », = v, =v=—uw; el sistema
entonces vibra en las proximidades de un punto, tal como
Pde la figura 4.*, con amplitudes pequeias.

Consecuencias. — Si se ponen las ecuaciones de la vi-
bracién del ala bajo la forma de Wien, resultan las expre-
siones siguientes:

i RaRp Mpab v Rp =z
Ta+ Mpa Ta+ Mpa? ; Ta+ Mpa?
s ¥ .
5+ i T 5+ Mp ab % —- Rn =0 )
Ip+ Mpb? I+ Mphb? I+ Mphbt
v los coeficientes de Wien serdn:
" Ra+ Rp Mpab Rp
Yyt = n P1= w Ty = — — —
‘ lTa+ Mpa* Y Ta+ Mpa? ! Ria+RKp
o Rp Mpab
4y 2= 0y = 'F"’l]:_l

Ip - Mpbh? L I+ Mpht

Como, a su vez, las cantidades 74, I, Mp, R4y Rp de-
penden de la organizacion del ala, serd posible variar esta
organizacion para conseguir que las frecuencias naturales
no predispongan al flameo, ni tampoco hagan posible la
resonancia con las acciones aerodindmicas.

Una vez, pues, hecho el proyecto de avién por los
cdlculos de resistencia, bastard hacer, de una parte, la de-
terminacion de las frecuencias naturales de vibracion en
la forma expuesta, y de otra, hacer ver que las acciones
aerodinamicas, a las velocidades de vuelo y dentro de
distintas hipdtesis atmosféricas, no estin en resonancia
con las vibraciones naturales halladas, y, en caso contra-
rio, serd preciso modificar el proyecto, sea modificando la
rigidez o posicion del montante para actuar sobre R,
sea variando la rigidez de flexion del ala para actuar sobre
Rp o empleando ambos medios.
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