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I_T N cualquier cuestion de la ingenieria aerondutica
_+ aparece, con tal relieve, la accion de los esfuerzos
dindmicos, que puede decirse, sin incurrir en exageracio-
nes, (ue esa ingenieria es la ciencia de la vibracion,

Como una muestra de este aserto se va a presentar la
teoria del amaraje o despegue de hidroaviones, en cuyos
fendémenos aparece un problema de wvibraciones acopla-
das, que es al que se va a dedicar preferentemente la
atencion, no tratando de lo demds que ocurre en dichos
fenémenos mds que de aquello que sea indispensable para
el principal objeto de este trabajo.

Naturaleza fisica del fenomeno.—El ingeniero IF. Sée-
wald, del Laboratorio Aerondutico Alemén, ha puntualiza-
do bien las circunstancias del fenémeno del amaraje, que
es, con una simple inversion de la dependencia respecto al
tiempo, el mismo que el del despegue: el flotador o flota-
dores del hidroavion se sumergen méds o menos tangen-
cialmente en el agua y la creciente resistencia que de ello
resulta va frenando el movimiento, ala vez que disminuye
paulatinamente la accién sustentadora del aire sobre
las alas.

Pero si asi se fijan los rasgos generales del fenémeno,
queda fijar, de un modo preciso, cudl es la naturaleza de
la resistencia del agua, puesto que de ello dependerd la
forma de expresién matematica que se adopte.

Se ve que esa resistencia se compondra: de la energia
consumida en el oleaje que se forma; del rozamiento de
los flotadores con el agua y, finalmente, constituyendo
lo mds importante de la resistencia, de la fuerza de inercia
de una cierta masa de agua, en proporcién que depende
de la forma del cuerpo sumergido, que recibe aceleracion
creciente por la accién del movimiento.

Si la sumersién de los flotadores es suficientemente
rdpida, como ocurre en la realidad, esta altima parte de
la resistencia adquiere en seguida un valor suficientemen-
te grande para que se pueda prescindir de los otros com-
ponentes, y asi, en la representacion matemidtica del feno-
meno, que se hard con arreglo a la teoria de W. Pabst, se
supondrd que no existe otra causa de resistencia que la
altima citada.

Con esta hipotesis es ya una primera consecuencia la
de que las leyes de semejanza de Froud y Reynolds no
tienen intervencion en el fendmeno v, aun la de Newton,
ha de ser sustituida por la de Cauchy en el caso de flota-
dores sin quilla.

En efecto: el teorema de la impulsién hace ver inme-
diatamente que para que se comunicase una aceleracion
finita a la masa de agua, que es incompresible, seria
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preciso que actuase una fuerza infinita que, no existiendo
en la realidad, exige la intervencion de fuerzas elasticas,
que no pueden ser otras que las desarrolladas en toda la
estructura del hidroavién.

La experiencia lo comprueba asi, pues los ensayos con
acelerometro indican que las aceleraciones de las distintas
partes del lidro no son las mismas: tienen una ley de
disminuciéon en la vertical ascendente a partir del
flotador.

Resulta entonces que en el amaraje no intervienen
solamente fuerzas de inercia, sino muy especialmente
fuerzas eldsticas y la ley de semejanza aplicable serd la
de Cauchy, que exige que para que puedan llamarse se-
mejantes dos fendémenos dindmicos de esta indole, es
necesario que el llamado nimero de Cauchy, ¢ —v I'I-%— '
tenga el mismo valor, viéndose asi que el choque del
amaraje dependerd, mis que del cuadrado, de la simple
velocidad.

Como en el caso de existir quilla se vera que el choque
depende del cuadrado, se comprende la norma alemana
de admitir la proporcionalidad a la potencia 1,5 de dicho
elemento.

Fijada la naturaleza del fendmeno habra que determinar
la masa de agua que recibe aceleracién de parte del hidro,
y claro es que ello dependerd del estado del mar, depen-
diente, a su vez, de la fuerza del viento, de su persis-
tencia, de la distancia desde la que sople sin obstaculo
intermedio, de la magnitud del fondo y, por otro lado, de
la forma en la que se realice el amaraje.

Todos estos elementos que entran en juego, son de
dificil representacién, no ya cualitativa, sino cuantitativa,
por lo que serd preciso recurrir a esquematizar el proble-
ma, lo que no hard perder utilidad al estudio, puesto que
permitird hacer comparaciones justas aplicando las mis-
mas hip6tesis a diferentes aviones, que es, por otra parte,
lo que ocurre en la mayor parte de las cuestiones de ma-
temdtica aplicada.

Ecuacion de la vibracién producida en el amaraje.
Lsquema de dos masas. — Como una primera aproxima-
cion del problema que sirve desde luego para fijar su
naturaleza, se va a plantear en la hipdtesis de maxima sim-
plificacién consistente en suponer el hidroavion reducido
a una sola masa M, concentrada en un punto y, por lo tan-
to, el sistema total estard representado por el esquema de
la figura 17 la masa M, del avidn enlazada a la masa J/, de
agua por un medio eldstico sin masa, que es la hipdtesis
habitual en la teoria de la vibracion.
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El sistema de dos masas asi constituido tendrd un mo-
vimiento que se determinaria en seguida aplicando al en-
lace eldstico una masa reducida, cuya inversa fuese la
suma de las inversas de las masas actuantes, segin se
manifiesta en la teoria de la vibracion.

Es preferible, sin embargo, establecer directamente la
ecuacion del movimiento de cada masa porque ello servi-

My
Xy
xz
Z
Fig. 1.

rd para, generalizando la deduccion, aplicar lo obtenido
al caso de sistema de fres masas mas aproximado a la
realidad.

Si se designa por ¢ la rigidez especifica del enlace elds-
tico y por e su deformacién total suponiéndole de la lon-
gitud ficticia / y, por otro lado, se llama g a un factor va-
riable de o a 1 en la duracion del amaraje y por G el peso
del avién, se tendrdn las siguientes ecuaciones del movi-
miento de cada masa:

d'-’x,l

X
- = ce — pG W M, — — (e 1
todne : code [

puesto que la fuerza sustentadora ird disminuyendo.y, al
final del amaraje, insistird todo el peso G. En realidad,
deberia ponerse esta variabilidad de ¢ con el tiempo, pero
se prescinde de ella por no compensar la dificultad que
resultaria de ello, el resultado que se obtendria.

Entre las longitudes x, y &, deberd existir, en cada mo-
mento, la relacion:

Xy —x,=1l—e 12]

puesto que la deformacion total del enlace eldstico serd
la diferencia algébric . entre las elongaciones de ambas
masas.

De [2] se deduce:

d?x, d?x, de
5 S L = - 8
di? di® di? 3
y combinando las [1] ¥ [3] resulta:
2
M, df +ce—pMg=o0 [4]
di*
siendo
M
M,.ﬁ_M‘_"’._ (6]
M, + M, :
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Es decir, como se habia anunciado, la ecuacién del mo-
vimiento de un sistema simple con la masa reducida [5].
Serd, pues, una vibracién cuya pulsacion tiene el valor:

w =\ [li_]

con la ley general

b~
5

e= /A sen (wi—1v) |

i
L~
[

siendo
A =

1 /{0 o )3 o o
) bolt v g =ang. tg. .— [8
) ( o 7 2 L g o) !

cantidades determinadas por las condiciones iniciales:

t=0; e=0 , ﬁ‘_‘ =7, . ‘_I‘Y’. o
dit dt
de dx dx
b et F I — Uy [9]
dit dt dt

La cantidad 24 serd la componente normal a la trayec-
toria de la velocidad de amaraje, figura 2, la cual, por
otra parte, serd la correspondiente al dngulo de ataque
maximo.

La vibracién no es amortiguada, como era l6gico espe-
rar, puesto que no se ha tenido en cuenta ninguna causa
de amortiguamiento, pero, aunque en la realidad exista,
y por lo tanto no represente el resultado hallado exacta-
mente esa realidad, si permite ver la naturaleza vibratoria

del fenémeno y por consiguiente establecer, desde luego,

la primera consecuencia de que los esfuerzos producidos
en el amaraje, en toda la estructura del avion, seran aller-
nativos y, por lo tanto, deberin ser sus elementos aptos
para resistir extension y compresion.

Ademds se obtiene también el valor del fuctor dindmi-
co o de amplificacion, puesto que la carga estdtica equi-
valente a la accion dinamica serd de la forma:

P = cemax,

[10]

vy, por lo tanto, seri:

rg e

P— Mot (A T ) =V pgM,yt - (vew .y + pgM, [11]

w?

cuya formula indica que el referido factor es bien dis-
tinto del que resultaria de la simple aplicacion de la ley
de Poncelet.

En efecto; esta ley estd contenida en la formula hallada,
pues si se supone que es My, — 2o, que es el caso de ate-
rrizaje de aviones contra un elemento inmévil, con v, = 0
y g =1, resulta M, = M ylaformula[11] se convierte en:

P=MgilMg=2G [12]

que es la ley de Poncelet para los esfuerzos por choque.
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En los hidroaviones se podrd expresar M, por una frac-
cion de la masa del aparato, por ejemplo, un 20 por 160 y
entonces es conveniente presentar la férmula en la forma

siguiente, obtenida ademads con las simplificaciones que
se van a indicar.

T L.
Sies k= -seri:
M,
k 0 ‘
M= M=, 18]
viéndose que la cantidad | .; A serd de valor inferior a la

unidad (en el caso citado, 0,6); por otro lado, siendo g <1
y teniendo en cuenta que ¢ es una cantidad muy elevada
(fuerza para producir la deformacién unidad en un sistema
lineal equivalente a todo el hidro), resultard que se puede
poner:
Puix. = \/1’.;2 ot ME=uv, \/‘-'-'Ur = v, \/ eM, [14]
Solicitacion del material. — Conviene llamar la aten-
cién acerca del hecho de que la solicitacion del material,
por el choque del amaraje, es independiente de las dimen-
siones del avion como debia preverse.
La férmula [14] indica que para la misma v, y el mismo

valor de ¥, el de Puix. es proporcional a VeM,y, por

otro lado, e, que es la rigidez, sera proporcional a una lon-
gitud h y M, lo serd a un volumen 2% por lo tanto, resulta
ser Pmax. proporcional a 2% es decir, a una drea, por lo
tanto, siendo la solicitacion o coeficiente de esfuerzo.

se ve (ue es

es decir, sin dimensiones.

Choque excéntrico. — Si en todo lo anterior se ha su-
puesto el choque cenfrado, se puede considerar el caso
de choque excéntrico por el método sencillo de la masa
redueida:

= [15]

My =M,
i
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Siendo ¢ el trazo de inercia del sistema y » la distancia
del punto de aplicacién del choque al centro de gravedad
de M,.

Esquena de tres masas. — El cilculo expuesto, aun-
que fija la naturaleza vibratoria del fenémeno, no es de
resultados prdacticos para el cilculo del lidro, puesto
que supone que todo ¢l es rigido y la elasticidad estd
reducida a la del fondo del flotador, por lo que esta supo-
sicion conduce al mismo factor dindmico o de multipli-
cacién de carga para toda la estructura.

Es preciso plantear el problema de otro modo que
se acerque mds a la realidad, lo que se consigue mediante
el procedimiento habitual en la teoria de la vibracion, de
hacer uso de esquemas de mayor namero de masas, ya
que el caso real es el de infinitas masas infinitésimas.

Se tomard, pues, un esquema de #fres masas, supo-
niendo el aviéon formado por dos: una e, constituida por
el motor, las alas y el fuselaje, es decir, lo que pudiera
llamarse estructura de vuelo, y otra m,, formada por el
flotador o flotadores o estructura de flotacion, y ambas
masas enlazadas por elasticidades, cuya masa no se con-
sidera; ¢, y ¢, figura 3, resultando el sistema, cuyo mo-
vimiento hay que estudiar, formado por estas dos masas,
y la m, de agua arrastrada, cuyo enlace eldstico con la
masa 11, se supone de rigidez ¢,.

Puesto que las masas, en las que resulta descompuesto
el sistema total, pueden tener movimientos relativos de
traslacion y rotacion, es preferible, por la comodidad que

Fig. 3.

produce, emplear las ecuaciones de Lagrange para esta-
blecer las del movimiento, cuyas ecuaciones son, segin
se estudia en Mecanica Racional:

_:!_(?,T)_ 3T _ o,

: (16]
dt \ iq; G4 ;

siendo:

T la energia del sistema total.

¢; la derivada, respecto al tiempo, de esa coordenada.

¢; la coordenada del punto considerado.

0; la fuerza exterior.

Teniendo en cuenta los géneros de movimientos dichos
serd:
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my [ dx \2 I, {de,\2  m, [ dx, \2
7 N M ALt BN iE Mg (€% )7
2(dt)+2(dt)+2(dt)i—
I [ dy, )'-’ My [ day \?
* 2 (d! ) 2 ( 2 )

la suma de las energias cinéticas de traslacién y rotacion
o energia total del sistema.

Para la masa m, se hard ¢, = &, en la ecuacion [106], y
entonces como se verifica

=0

d ( 5T ) d? xy s T
= m, -

- L I
dt \ Sq, di® sy
y como la deformacién de los enlaces eldsticos es siem-
pre la diferencia de las elongaciones de cada masa, resul-

tard que la fuerza actuante valdra:

Q= ¢y (xy + ag) — (v, + L+ ag) + €, (¥ — bw)y -

—(xy+ 1 =Dy

Resultara, por lo tanto, dicha ecuacion [16]:

+ (o + Cp) Cl! + (co@ — Cp b) pP=20 | lT]!

como debia ser, puesto que las rigideces estdn acopladas

en paralelo y entonces la rigidez compuesta es la suma

de las rigideces, existiendo el término complementario,

debido a la posibilidad de movimiento de rotacién.
Haciendo gi = %, en [106], resulta igualmente:

d? e

Iy
di?

L + (Cy @ — Cfl bj €1z + (cq @? '{' Cp bg) Pia=20 []8]

y sucesivamente, suponiendo ¢, igual a las diferentes co-
ordenadas:

d?x ]
11, d."", —(catep) ey —(cqa—cpb) gy +cpey =0 [19]
dz La “ a
Ix _df-;_ = (rrt n — '".u h.] €19 — (cu “'"I" Cp b') '1"1_|+ CyIeyy=0 120]
", i 1 €y €y = O [21]
G4 (1!2 2 *13

Considerando las relaciones andlogas a la [2] que se
establecio en el esquema de dos masas, o sea:

oy —x,=l—e, , X+re,—a;=IL—e,

1™ Py [22]

y combindndolas con las anteriores, se obtienen las si-
guientes ecuaciones, (que representan una vibracion aco-
Plada, puesto que el movimiento de una masa no puede
realizarse sin provocar el de las otras dos:

d?e,,

=2 + (Cu -+ €p) Miyg €4y - (coa® — ¢, b) Mgy 910 —

L. S-S

m,

[23]
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72,
: fj-:g + (e a— Cp b) Iip ey + (e a + Cp b Iy o —
di?
,_i Jbei:l = 0 [2‘”
2
d2 ey

7?2 L Cull — Cp b+
+ € (”’2:1 + ) €43 — (‘"{— L4 = - ") €13 —
Iy iy s

. . a
. (r,, a—c,b + € @+ cp 2

1y 1,

di?

r)on=0 (23]

Este sistema podria resolverse en forma andloga a la
empleada en las vibraciones de varias masas en la torsion,
incluso el método grifico de Giimbel, pero resulta, de
todos modos, de bastante complicacion, por lo que puede
sustituirse ventajosamente por la resolucién simplificada
(ue sigue.

Simplificacion del esquema de tres masas. — Se obtie-
ne gran simplificacién, aun empleando este esquema de
tres masas, si se supone el choque eentral (r =o), v
ademas, que la rigidez de los dos enlaces elisticos es la

misma: cq = ¢p = ¢, ¥, por fin, el esquema simétrico:

Entonces las acciones dinamicas, para las masas m, y m,,
seran: P, = ¢, e,n y I, = ¢, ¢,, ¥ las ecuaciones se trans-
forman en las siguientes:

dle,, ¢
1t o itggeyy — —2— gar=0
; RUTESR i3
di? My 26)
d*e c 5
— 8 b gy My g s — gy =D
S 2 Mgy €qg 1=
di "y

que constituyen las conocidas ecuaciones de vibraciones
acopladas de dos masas, de resolucion inmediata, dando
lugar a una ecuacién resultante de cuarto orden, cuya so-
lucion particular puede obtenerse facilmente mediante la
forma exponencial

= K{_!‘.‘.I‘-

Poniendo las ecuaciones en la forma

d2 ey,
T % 8y — Py €y =0
di? 971
d?ey . (27]
ey By — D, 8, =0
dﬁe i f 1"
se obtiene la siguiente ecuacion resultante:
diey, d? ey ) i .
dtr + (g + m) W B ep=o0 [28]

La solucidon general de esta ecuacidn es de la forma

e, = A, senh {4 B cosh t-+ Ciseniyl -4 D cosl,t [29]

'
mientras que para ey, resulta el valor

1 dte, o,

+

. [30
Boar g " =

€y =

que estd conocido en cuanto se conozca el primero.
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] : . p
Los valores de L, y ., son las raices de la ecuacion ca-

racteristica

W (g A o)W (o — B Ba) =0 [31]
0 sSe:
1
2 [ (g + ) 4 \'/ (g — 0 )? 44 By By [52]

resultando posibles dos modos de vibracidon cuyvos perio-

dos son:

[38]

[.a determinacion de las constantes se hard, como siem-

pre, por las condiciones iniciales y asi, debiendo ser
para { = o:
11 dx,
ey =1 y  Xg=o0o =—v
1 1 2 i ot a
o, dx,
G o &L . T,
(que combinadas con las
y—ay=I—e, ., x5 Ny=1l—ry
producen:
deyy, d ey,
g =20 " €yg0o =0 » ot =0 " 21 =V
resultarin las constantes
&1
“1—-‘Dl=0 w2 A,: = - ",
by Uy hy®)
g B1 3
C 1= -2 [.;1]

"'! (" = )‘: )

[Las leyes de esfuerzos estaticos equivalentes sobre las
masas M, y M, se deducirin multiplicando las deforma-
ciones por las rigideces respectivas, es decir, serin:

5 B
P, qr"r,]. — -sen h # — . sen ), fl
(W2 =202 ?) ho (M=) 35]
12— N2 — i
P,=uwv,c ! ' seni, ! 4 1 seniut
# LN 0= o+ Oyt —12)

iLcuyas expresiones se les puede dar forma mds armadnica,
estableciendo las siguientes cantidades relacionadas con
las que interviencn en la cuestion:
n =
m

nr, =, (masa total del avidn)
, = pme (superestructura: estructura de vuelo)

Il

my, = gqm (estructura de flotacion)
ne, = rm (masa de agua arrastrada)
¢, = sc (rigidez entre wy, vy m,)
¢, = le (rigidez entre my y m,)
Por las leyes de acoplamientos eldsticos (serie) de-

bherd ser:
('I (’!

te
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Entonces, designado también por

A (s P L "J.rf)
2 il qr
[ pq g - \? 4 st . P }—q
(.\' -—I' -i~ ” ( =5
S U} qr s Pa
s Is
A’I = 4 % f.\-! — q
oBV A B oBVa4—B
= t A4+ B-C 5 t A—-—B-C
3. 5= 9B " K,= o t =
2B \4_B 2k Va—B
resulta, por fin:
|'llr f' o
h —_\; AR ., _\ (A—B)  [36]

de
de

forma completamente andloga a la de las pulsaciones
vibracion simple de una masa m con una rigidez
eldstica c.
Los esfuerzos equivalentes estarin expresados por

P,

v, V{t‘m (K,seni, t — K,senk,{) )
(317]
P,

", vcm (— KNysenk & K seni,t) s

Las leyes halladas indican, como corresponde a las
ecuaciones diferenciales del movimiento, de forma lineal,
que la solucion general es la suma de las soluciones par-
ciales, o sea, que la vibracion real es la superposicion de
las dos formas de vibrar que no estdn en serie armonica,
como ocurre siempre en el caso de varias masas, y nin-
guna de esas formas representa el ciclo de la vibracion
real que, en este caso, no es simple, puesto que solo se
repiten las circunstancias del fendmeno para una frecuen-
cia que sea el minimo comin mualtiplo de las frecuencias
de las dos parciales halladas.

Estas formas de vibrar son diferentes, siendo una de
ellas con un nodo y la otra con dos nodos.

Influencia del amortiguamiento. — El problema ha
sido planteado sin tener en cuenta la existencia de amor-
tiguamiento que en la realidad existira sin embargo,
puesto que a la hisféresis del material se unird el efecto
de empalmes, articulaciones, etc., y el tener en cuenta
este amortiguamiento no ofrece dificultad desde el punto
de vista tedrico, puesto que puede, desde luego, apli-
carse la ley de Planck-Konno, de proporcionalidad a la
velocidad de deformacion, es decir, poner dicho amorti-
guamiento en la forma ——iiif—; la dificultad proviene de la
apreciacion cuantitativa, para dar valores numéricos
no habiendo otro medio que recurrir a ensayos,
remitiendo al lector al trabajo que sobre este asunto se
publicé en esta Revista en julio de 1933 (pig- 374).

A este respecto se anadird ahora, que si en los metales
el amortiguamiento por hustéresis es pequeiio por debajo
del limite eldstico, es, por el contrario, apreciable por

a2,
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encima de ¢l, especialmente en el duraluminio, en el
que se aprecian dobladuras y deformaciones permanentes
que suponen un esfuerzo muy superior al permitido, sin
que se haya ocasionado la rotura, lo que tinicamente pue-
de explicarse por la circunstancia dicha.

Pero en cambio, dentro del limite elastico la influen-
cia, como se ha hecho notar, es muy pequena v no hay
comparacion entre la dificultad mayor del caleulo al te-
nerla en cuenta y la pequena diferencia cuantitativa que
resulta con el caso de suponer que no existe friccién,

Unicamente cuando se trate de duraluminio, se puede
tener en cuenta la influencia del amortiguamiento de un
modo indirecto, es decir, tomando para valor del miximo
esfuerzo del choque de amaraje el de la mavor de las
amplitudes de las vibraciones parciales, en lugar de
swmear ambas, como de un modo aproximado se haria
en otro caso.

Y se dice de un modo aproximado, porque tratindose
de vibraciones de distinto periodo, su superposicién no
tiene por amplitud su suma algébrica: en efecto, ya se ha
dicho que ni siquiera forman serie armonica; por ejem-
plo, en hidros de 3 T'm., la parcial mas lenta es de 15
hertzios y la mas ripida de 70 lertzios aproximada-
mente.

Se justifica el modo de proceder, porque si se fija la
atencién en las expresiones [37], que dan los valores
de P, y P,, se ve que siendo en la prictica K, > K, y
K, << K,, en la superestructura es mayor la amplitud de
la parcial mds lenta, y se puede suponer que al alcanzar
ésta la amplitud, la otra se ha amortiguado ya suficiente-
mente, y en la estructura de flotacion al alcanzar la am-
plitud la vibracién mas ripida, la mds lenta tiene atn
pequeiio valor.

Esta apreciacion conduce en los hidros de 3 Tm. a un
factor dindmico o de amplificacion de la carga estitica,
de valor 6 aproximadamente para la estructura de vuelo.

s

Fig, 4.

s interesante hacer constar que la naturaleza del fend-
meno explica que hayan fracasado las tentativas de inter-
calar 6rganos elisticos, como se hace en los aviones
terrestres para amortiguar el choque, pues, sobre todo
en el despegue, podria ocurrir que el efecto de la rapida
variabilidad de la masa de agua acelerada, en combinacion
con la baja frecuencia de la vibracidén del conjunto, diese
lugar a inestabilidades que ocasionasen la rotura en for-
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ma andloga a lo que ocurre en las vibraciones forzadas
pseudoarmonicas.

Consecuencia importante. — Resalta en el estudio he-
cho la circunstancia de que, no sélo hay que atender al
factor dinidmico de amplificacion de la carga, sino muy
especialimente a que existen esfuerzos alternativos como
consecuencia de la vibracion y, por lo tanto, debera apli-
carse los coeficientes de esfuerzo a la fatfiga de los mate-
riales empleados.

Caso de flotadores o canoa con quilla. — Aunque en
este caso, como se va a ver, no se produce vibracion, se
considera de interés completar el estudio con su examen,
para deducir las importantes consecuencias de la compa-
racion con el caso anterior.

Si se supone una cuiia de longitud @ unida a la masa
por un medio eldstico sin masa, figura 4, que penetre en

. dxy i
el agua con la velocidad di resultard que la masa de

agua arrastrada en cada momento de la sumersion, es va-
riable con la anchura y, correspondiente a la profundidad
Xy, es decir, que serd de la forma: m, = f(y) = < (xy).
Para plantear la ecuacién del movimionto, convendri
expresar la fuerza que actia sobre el fondo del flotador,
por la derivada, con respecto al tiempo, de la cantidad
de movimiento de esa masa variable, es decir, en la forma:

o dx,
P=—> |m, .
dit ( dit )

El equilibrio dindmico de las dos masas m, (hidro) y
m, (agua), serd:

2y,
o S
" ce
(38]
d dx, .
7 (m, 0t — ce
verificindose también que
Ny—x,=1-—e [39)

Si se supone la quilla suficientemente aguda, y tenien-
do en cuenta que ¢ serd muy grande, se podra poner:

dx, dxy dx
dt —  dt  dt
y entonces resulta:
dix d dx
] _ - = m
e dt todt
o bien:
dx dax e 59
—= e Ny -
" T [99)

El valor de C se obtendrd observando que paraf=o;
dx .
m,=—=o; - - =17, conlo que
dt
C=m, v,

y, por lo tanto,
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dx m,

dt oy o

i
luego seri:

dm, dy
L ——

dy dit

d ey iy,
P = — V| =y, ———— —— —
i \wry o, " 5 2
¢ y oy (g = 1g)

nyt v, dany dy
= ——— [40]
(1) - amy)® dy dt
10
s\
6
o
i ™
%"J' o
R3S
%4 ——
&
2
‘ 3 6 9 12 15 Tm
Pesa  en  yuele
Fig. 5.
v usando el artificio de poner
dy dy dx dx
S e =tg. u-
dit dx dt E dt

; dix
v sustituyendo otra vez — - — por su valor hallado, re-

dt
sulta:
ma, 2 dm 7,2 dm
P=tg.o— " — 2oty u—o>" . 2 41
(1, + 11y)? dy ( n, )“ dy
14—
n,

En la hidrodindmica se demuestra que la masa de agua
acelerada por una quilla de longitud @ y semianchura y,
es de la forma

e T o a K 49
Mg = —1 (a)>—y°) [12]
2
" dimn b
de donde puede deducirse el valor de {—"' para ¥y = 9’
oay

siendo b la anchura maxima y, entonces, seri:

=3 (ah . m)
w9 4

P=tg, 92— ' 43
g ! [+ ”"3)3 [43)
N

férmula establecida por Karmim en 1929.

REVISTA DE AERONAUTICA

Se deduce de lo expuesto la importante consecuencia
de que, en este caso, la elasticidad no interviene en el
fenémeno v, por lo tanto, no existe vibracion, resultando
un factor dindmico #nico para toda la estructura y, por
consiguiente, siendo mucho mis pequenas, relativamente
ala masa, las fuerzas en juego sobre la estructura de vuelo
que en la de flotacidn,

Si oo = 180 grados, resulta la fuerza 7= 2o, es decir,
deja de ser aplicable el cdleulo para entrar otra vez en el
caso de vibracion con intervencion de la elasticidad del
sistema.

El cdlculo hecho puede aplicarse también al choque
excéntrico tomando, como antes se indicd, la masa re-
ducida.

I inalmente, en los grificos adjuntos (figs. 5 y 0) se
indica la comparacién de los resultados de la teoria, apli-
cada a hidros de hasta 15 Tm. de peso en vuelo, con los
coeficientes de carga de las normas alemanas y, asimismo,
la variacion del coeficiente de carga, con el dngulo de
abertura de la quilla, tanto segtn las referidas normas
como con arreglo a la teoria expuesta.

La forma de la curva del grafico de la figura 3 se com-
prende en seguida, por que, en cualquiera de los dos casos,
sin quilla o con ella, es /2 proporcional ?l; una superficie, o

sea, en funcion del peso, proporcional a}/ G* y puesto que
la ley de semejanza aplicable es la de Cauchy, si es C un

%

100 % B
] a
\"“—-——____"“—-—-——..:_\ \""-—-..._4,?’:'9?0: %

80 S~ x s

/

0
0
180" i70* 160" 150° 140*
Apertura de  guille
Fig, 0,

coefliciente que depende de la velocidad, el coeficiente de
carga podri ponerse en la forma:

3,
_cVvae

= = =
VG

que hace ver que ¢ y G estin ligados por una ley hiperbo-
lica de tercer grado.

Lo expuesto confirma que, en efecto, la teoria de la
vibracion es fundamental en la ingenieria aerondutica.
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