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La Resistencia de Materiales en la F.scuela Superior

de Aerotecnia
Por JOSE CUBILLO FLUITERS

~IENDO el curso actual de 1932-33 el segundo en el
gue desempeniamos la citada asignatura, de la que nos
encargamos en febrero del 31, de un modo inesperado,
vamos imprimiendo a ella un cardcter tedrico-prictico que
creemos serd de utilidad para los lectores de esta revista
tener conocimiento de él y saber asi como se desarrolla
en nuestra Escuela, en la que tan calladamente se va ha-
ciendo una labor cuyos frutos no estin lejanos; cémo se
desarrolla, decimos, la ensefianza de materia tan funda-
mental en la carrera del ingeniero, y especialmente en la
ingenieria aerondutica, como la Resistencia de Materiales:
no sera otra cosa lo que expongamos que una sintesis de
las primeras explicaciones de esta asignatura,

[.a Resistencia de Materiales es un caso particular de
otra cuestion mucho més amplia, pero también de fondo
para la ingenieria aerondutica: el «Equilibrio y movimiento
de los medios continuos» estudiado ya por Cauchy en 1827,
estableciendo ecuaciones que tienen su aplicacidn, tanto
en la Hidrostiatica, como en la Hidrodindmica y la Elas-
ticidad.

Si se intenta una clasificacion de los principios que
contiene la referida teoria, se encuentra que abarcan tres
puntos principales:

1. Estudio de los esfuerzos.

2. Estudio de las deformaciones.

3. Estudio de las relaciones entre esfuerzos y defor-
maciones.

El apartado primero estd desarrollado cuando se tiene
conocido el fensor que representa los esfuerzos en cada
punto del material como funcién continua de las coorde-
nadas que le determinan.

Al estudiar el segundo punto se halla que el movimiento
que experimentan los elementos de un continuo se pue-
den descomponer en tres componentes:

1) Traslacion.

2) Rotacion.

3) Deformacidon pura.

[En Aerodindmica son interesantes los componentes 1)
v 2), especialmente el 2), que por medio de las primeras
teorias de Stokes y Helmholtz conduce a problema tan
fundamental como es el del forbellino en el movimiento

del fliido; pero no interesa el inciso 3), que es en cambio
el importante en la Resistencia de Materiales,

Esta, pues, se puede estudiar, o como problema pura-
mente matemdatico, es decir, la teoria de la Elasticidad,
o bien como tal Resistencia, sustituyendo el rigor mate-
mitico de la primera hipdtesis de naturaleza geomdétrica,
tanto sobre la constitucién del material como sobre las
deformaciones que experimenta.

De todos modos, actualmente es imposible pasarse, y
menos en aerotecnia, sin considerar los materiales como
mdquinas, ya en equilibro, ya en movimiento, respondien-
do a puntos de vista que no son de ahora, que fueron ya
iniciados y muchos desarrollados por completo, por los
Navier, Poisson, Lamé, Maxwell, Clebsch, Lord Kelvin y
tantos otros matemdticos ilustres que hicieron ver la po-
sibilidad de emplear la mecdnica pura en tales cuestiones
pricticas para llegar aun a introducir, como ha hecho en
estos Gltimos tiempos Poincaré, la idea de la energia, con
los no menos bellos métodos basados en sencillas con-
sideraciones cinéticas ideados por parte de los sabios
alemanes [Foppl, Miiller-Breslau, etc.

Se ve asi que este modo de ver el asunto establece una
conexién insospechada entre el aire y los elementos soli-
dos, que constituyen la nave aérea que surca la atmdstera
formada por él; aire y sé6lido estdn regidos por las mismas
leyes, que le son comunes tan s6lo por el hecho de la con-
tinuidad, y si luego se piensa en que la hidrodindmica
tiene analogias, también no esperadas, con los campos
eléctricos y electromagnéticos, se verd que efectivamente
hay una sustancia, un algo, un substaf que esta debajo y
que es comin a todas las cosas, revelando asi una unidad
sublime, en la sublime diversidad de la creacion.

Si se toma por base las ideas que se van exponiendo se
podré decir que el problema de la resistencia de materia-
les consiste en «determinar el fensor de esfuerzos y el
tensor de deformacion para cada punto del material en
funcién de las fuerzas aplicadas al mismos,

Claro es que esta definicién demasiado abstracta requie-
re conocer lo que es un fensor.

Muy lejos nos llevaria esta definicidn si estableciéramos
los principios necesarios para llegar a ella, porque si el
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enunciado del problema en la forma expuesta requiere
definir el tensor, ¢qué no requerird decir que «un tensor es
un ser geométrico compuesto de dos sistemas asociados
de componentes covariantes y contravariantes»?

Veamos de descender un poco de las alturas que hemos
tenido la osadia de escalar y de dar un concepto mas sen-
cillo si no del tensor en general, al menos del tensor si-
métrico, que representa en cada punto, ya los esfuerzos
del material, ya las deformaciones.

De este modo nos apartaremos del cilculo tensorial o
diferencial absoluto, ideado por el entendimiento humano
precisamente para estudiar aquellos problemas fisicos o
simplemente mecénicos, cuya naturaleza intrinseca requie-
re desligarse de todas las trabas que le impone la adopcion
de un sistema de coordenados determinado, y con ello,
si perdemos en rigor y tecnicismo matemdatico moderno,
ganaremos en claridad de exposicion.

Vamos a intentarlo sin saber si tendremos la fortuna de
conseguirlo.

Si en un punto del espacio se considera el haz de infini-
tas rectas que salen de €l y en el mismo punto como polo
se imagina una funcion grdfica, cuyos vectores sean de
magnitud y direccién funcionales, ligadas de una manera
biunivoca con las rectas del primer haz consideradas
como argumentales, el conjunto de ambos sistemas es lo
que constituye el fensor.

Por ser simétrico cumple la propiedad de que la pro-
yveccion de un valor vectorial funcional sobre una direc-
ciéon argumental cualquiera es igual a la del vector liga-
do a ésta sobre la direccidon argumental del primero: es
decir, si en un punto O, figura 1.%, son OD, y OD, dos
direcciones argumentales y I”, y I, los vectores ligados a
ellas, se tiene

O,=0,

siendo Oy y Oy las proyecciones de 17, sobre D, y 1,
sobre D,.

Resulta, asi, bien sencilla la concepcién de un tensor
de esta naturaleza, el cual, como se sabe, estd represen-
tado por la matriz simétrica siguiente:

N T, T,
y;l Ar! Ti
T, T, N,
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con la diagonal principal formada por los esfuerzos nor-
males y los demds elementos por los esfuerzos tangencia-
les; todos ellos ligados a los ejes coordenados.

Pero si hasta ahora hemos aclarado la idea de tensor,
nos queda por explicar como es que el estudio de los es-
fuerzos y de las deformaciones conduce a un tensor.

Fig. 2.

A ello se llega por consideraciones sumamente sencillas.

Basta, en efecto, aplicar las hipétesis de Lamé sobre
la conducta de un material sometido a fuerzas.

Estas dos hip6tesis son: 1.7, que todo el material, como
cualquier elemento o porcion de él, estd en equilibrio;
y 2.%, que los esfuerzos dependen de las deformaciones.

Consideremos, pues, un cuerpo cualquiera sometido a
fuerzas, figura 2.%; fijémonos en un punto 4 de dicho
cuerpo e imaginemos que por ¢l pasa una superficie S
que divide al cuerpo en dos porciones; si la porcion 1 ha
de estar en equilibrio al imaginar separada la porcién 2,
como faltan todas las fuerzas que sobre esta porcion se
ejercian, habrd que suponer que sobre toda la superfi-
cie S aparecen fuerzas que sustituyen la presencia de la
porcién 2: entonces a cada elemento de superficie dS
dr
ks el
esfuerzo unitario del punto 4 sobre la superficie d.S; del

corresponderd una fuerza d I y el cocienteR =

mismo modo, imaginando otra superficie arbitraria ' S,
]

d 5
resultaria otro esfuerzo R' = - cuyos esfuerzos serian

dS'
los valores de las fuerzas sobre la unidad de superficie si
su intensidad no variase al convertirse dS v dS" en la
unidad: habrd, pues, que definir de algin modo las infini-
tas superficies imaginadas en A para distinguirlas; lo mds
sencillo es determinarlas por su normal; resulta asi un liaz
argumental en el punto 4, formado por todas las norma-
les, y una funcién grdfica de polo A, constituida por los
vectores esfuerzo, ligados a cada una de las direcciones
anteriores: ha surgido, pues, un fensor, el tensor de los
esfuerzos.

Del mismo modo, imaginando de una parte el haz de las
direcciones primitivas que unen el punto 4 a los infinitos
proximos del entorno que le tiene por centro, y, de otra
parte, los infinitos vectores representativos de las defor-
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maciones lineales unitarias en magnitud vy posicion, de
cada una de dichas direcciones resulta ¢l tensor de la de-
formacion.

La teoria de la Elasticidad llega, una vez establecidos
ambos tensores, a la determinacion de las relaciones entre
ellos y con las fuerzas exteriores, relaciones que estin
expresadas por las llamadas condiciones en la superficie
limite, que son ecuaciones diferenciales de segundo orden
de derivadas parciales, cuyas ecuaciones requieren, al in-
tegrarlas, la determinacion de funciones a rbitrarias, cues-
tion de dificil y aun imposible resolucion en la mayoria de
los casos; presentindose aqui, ademds, otra dificultad, que
es la de no disponerse de niimero suficiente de ecuacio-
nes, aunque las que se tienen fueran de posible integra-
cion, siendo necesario hacer hipdtesis sobre la naturaleza
de las funciones de deformacion.

He aqui por qué la teoria de la Elasticidad sélo ha po-
dido resolver cuestiones particulares, procediendo mis
bien por medios sintéticos que analiticos, es decir, en
lugar de partir de las fuerzas exteriores para llegar a la
resolucion del problema, al contrario, establecer unas
funciones de deformacion que permitan la integracion de
las citadas ecuaciones; entonces determinar el tensor de
esfuerzos v el sistema exterior acordes ambos con la de-
formacion supuesta v asi llegar a tener resuelto wn caso
de la prictica; aquel para el que fuese cierto el modo
de solicitacion obtenido en correspondencia con la ley de
deformacion supuesta, siendo los casos de deformacion
que obedezcan a la ley potencial los de mis fécil reso-
lucion,

De este modo se han resuelto los problemas de la
compresion uniforme, la extension simiple, la flexion, la
torsion, la capa cilindrica (tubos de gran espesor), etcé-
tera, problemas iniciados por Lamé, en su teoria de la
Elasticidad, y resueltos por Barré de Saint-Venant, en su
célebre Memoria, en la que consiguié demostrar mate-
miticamente la exactitud de las geniales hipdtesis de su
maestro Bernouilli, y cuyvas cuestiones han sido nueva-
mente tratadas y ampliadas por MM. Cosserat, Poincaré,
Korn y otros matematicos modernos.

Asi resulta que el estudio de la resistencia de materiales
por el medio expuesto conduce a grandes desarrollos ma-
tematicos que, de seguirlos, nos llevarian a incurrir en la
grave falta de usar la matemitica como fin y no como
medio, que es el verdadero punto de vista del ingeniero,
punto de vista o justo medio, muy dificil de encontrar la
mayor parte de las veces.

Asi, pues, en la Escuela, el curso de Materiales se des-
arrolla, no por la teoria de Elasticidad, sino como tal Re-
sistencia, partiendo de hipdtesis de naturaleza geométrica
como antes se dijo, v tal como aparece en los cuatro ca-
pitulos, escritos por el teniente coronel Herrera, que
abarcan los principios relativos a la fijacion de caracteris-

ticas de los materiales y la extension y compresion, com-
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pletindose por explicaciones que se contintian para las
teorias de la flexion, torsion y resolucion de estructuras
planas y estériles.

Ello no es obstdculo para acudir a la teoria de Elastici-
dad cuando es necesario, sobre todo, en aquellos puntos
en que reporta una utilidad, como, por ejemplo, en el caso
de la torsion de piezas de seccion cualquiera, entonces
que los esfuerzos se reparten de un modo ficil de deter-
minar usando la analogia hidvodindmica o el método de
la membrana, cuyos métodos se deducen facilmente de
las ecuaciones diferenciales del problema: v, asimismo, ¢l
estudio de la deformacion en este caso conduce a la con-
clusion de que las secciones planas dejan de serlo, cosa
que la solucion de Saint-Venant explica de modo conclu-
vente, y ello hace formar un eriterio correcto en problema
de tanta monta para las aeronaves como el de la torsion,
pues ya se recordard la grave averia del dirigible Graf
Zeppelin, que le obligé a tomar tierra en Irancia por
rotura de los ejes de cuatro motores, de los cinco de que
estd dotado, a consecuencia de vibraciones de torsion.

También se explican, con arreglo a los puntos de vista
mas modernos, las teorias sobre las causas de rotura de
los materiales, exponiendo los distintos criterios para es-
tablecer los estados eldsticos de comparacion, capaces de
ocasionar la rotura; los teoremas mis principales del tra-
bajo molecular, como son los de Castigliano, v los no me-
nos bellos de Maxwell-Beth sobre la reciprocidad, exten-
sibles también a las estructuras, en cuya teoria permiten
una facilisima manera de calcular y explicar los casos i~
perestiticos.

Pero aun no acudiendo a la teoria de la Elasticidad mas
que en algunos casos muy especiales, el exponer el pro-
blema general de la Resistencia por medio de sus princi-
pios, tiene la enorme ventaja de no dar a las formulas
prdacticas obtenidas en cada caso (que son las mismas que
se deducen aun empleando todo el rigor matemitico) otro
valor que el que realmente tienen, que es solamente el de
un eriferio para calcular el material, pero de ningiin modo
la representacion de la verdad pura de lo que ocurre en
el interior del cuerpo empleado, pues hasta se desconoce
la causa intima de la rotura, v en cada caso una férmula
solo responde a una solicitacién en armonia con el modo
de deformacion supuesto para deducirla.

Y es que aqui, aun mas que en otros aspectos de la cien-
cia, puede decirse con el sabio coronel de Ingenieros don
Nicolds de Ugarte, que el conocimiento humano es como
una curva que tiene por asintota oscilante la realidad.

Finalmente, diremos que aun adoptando el método de la
hip6tesis geométrica sobre la deformacion en cada caso,
se sigue, sin embargo, el criterio de mirar el problema de
la resistencia como un problema mecénico, v asi se estudia
en cada uno los tres aspectos: esfdfico para la determina-
cidn de los esfuerzos; einemdtico para hallar las deforma-

ciones, y dindmico para tener en cuenta la masa del ma-
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terial en su movimiento de deformacién, y cuando éste
sea entretenido, calcular los esfuerzos dindmicos, que
resultan que, a veces, pueden llegar a ser infinitos, como
es sabido ya, en el problema de la vibracion.

Iiste aspecto dindmico del asunto es el que caracteriza
principalmente la modalidad del estudio de la Resistencia
de Materiales en la Escuela Superior de Aerondutica, cuya
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modalidad da lugar a una nueva caracteristica de los me-
tales, la capacidad de amortiguamiento, sobre la cual
hablaremos otro dia, y todo ello hecho con el entusiasmo
que nos da el pensar que contribuimos con escasa medida,
como corresponde a nuestras fuerzas, pero con profunda
fe al engrandecimiento de la Aviacion, que serd también
el de la patria espariola.

Ideas acerca de la propulsién por reaccién

D N un articulo publicado anteriormente en esta revista

~ dijimos que el grado de rendimiento energético ma-

ximo de tales propulsores era:

( nfl'fl) max = 64,7 "fo
0 seid,
( Wen) nae = 65 %,

aproximadamente, para un valor de

m

M — 8,997895
m,

‘fu;:! =
o lo que es aproximadamente lo mismo para
q”pf =4

es decir, que para alcanzar el rendimiento maximo debe
ser la masa inicial de combustible igual a unas cuatro veces
la del espacio vacio del vehiculo cohete.

La dependencia entre We, ¥y ¢o se ve claramente en la
tabla numérica namero 1 y en la figura 4 que se dan en
este trabajo. De ellas se deduce que el rendimiento
energético crece rdpidamente para los valores pequenos

e %y
s
A
A
rs
ol
? ] F] 30 7] &

Rendimiente energelico en ﬁac.-'o'n de la relacion de masas 1nicial
Fig. 4.
de la relacion de masas inicial, alcanza su valor miximo
(igual @ 64,7 °/, 6 @ 65 9/, proximamente) para ¢, igual a 4
aproximadamente y después decrece ya con mayor lenti-
tud (asintéticamente, pudieramos decir) hacia el valor 0.
Si en la ecuacion fundamental
mae=C . [L—(mg:m.)]=c.in(l -+ q,)
sustituimos ¢ por su valor 6ptimo, es decir, hacemos

do =4
obtendremos

(Vmux Jopt = € » (14 Gopt) = €+ n(h)=1,61lc¢

y para pequenos valores de ¢, <1 tendiendo hacia la uni-
dad aproximadamente

(Vnm‘\' :‘a;:t = €. ffopt — de

y para valores grandes de ¢o = 1, 0 para expresarnos con

mds propiedad, para go > 20 se obtiene del mismo modo
(VinaxYope ==¢ « 0 Qo = ¢, I (4) 1,88 c.

El rendimiento energético maximo se logra inicamente
para una relacion fija entre la velocidal final del vehiculo
v la de salida de los gases: la creencia, muy extendida, de
que dicho rendimiento miximo se alcanza cuando la velo-
cidad del maovil es igual a la de los gases, no es cierta, ya
que entonces se verifica que

V,

. ﬂlll-‘:_ — I
c
a lo que corresponde un rendimiento de 60 °/, proxima-
mente, bastante elevado, ciertamente, pero no el maximo
alcanzable que corresponde al valor

Ve _ 4 1,

Esto explica inmediatamente el despilfarro de energia
que lleva consigo la utilizacion de los propulsores de reac-
cion en vehiculos relativamente lentos, especialmente en
los que hayan de desplazarse apoyindose sobre la super-
ficie terrestre, cuya velocidad ha de ser forzosamente re-
ducida.

Con vehiculos deslizadores sobre carriles, por ejemplo,
se podrin obtener velocidades de traslacion mayores, pero
aun en este caso el rendimiento energético seria muy
malo, ya que para

Ve = 600 kms./hora = 166 ms./seg.
y
¢ = 1600 ms./seg.

se obtiene

VH'I'I',\' = I’)Il ]

[

y aproximadamente

Wy =10 *fo-

Claro es que la velocidad de salida de la corriente ga-
seosa podria reducirse y con ello aumentar la relacion
v,

maE - De todos modos, la disminucion de 17, lleva con-

sigo una disminucion del rendimiento mecanico del motor,

como se deduce de la ecuacion

— g
-'llr = If‘z m, I mux
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