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REVISTA DE AERONAUTICA

Influencia de la torsién de los largueros en el calculo

de un ala
Por FERNANDO MEDIALDEA OLIVENCIA

Licenciado en Ciencias y alumno de lo E. 5. A.

ODO cuanto diremos a continuacion se refiere sola-
mente a las alas cantilever con dos largueros y sin
revestimiento trabajando.

Generalmente, cuando se calcula un ala de este tipo,
una vez determinada la linea de centros de presion
correspondiente a los distintos casos de vuelo, se supone
la carga del caso en estudio actuando sobre la linea de
centros de presion correspondiente, carga que se des-
compone sobre los largueros en otras dos, ¢, ¥ ¢y, de
modo que su suma sea igual a la carga total y que sus
valores sean inversamente proporcionales a la distancia
del centro de presion a los largueros. Conocidos de
este modo q, v ¢, para los tres casos de vuelo, se calcula
cada larguero para la mayor de las cargas obtenidas.

Se comprende facilmente que siendo diferentes en los
distintos casos de vuelo las cargas ¢, v ¢, (en el tercero,
aunque son iguales, son de signo contrario), los dos lar-
gueros no se deforman por igual. Consecuencia de esta
desigual deformacién y de estar los largueros unidos en-
tre si por los montantes, aparece una torsién sobre el
ala, que hace variar la solicitacion para que habian sido
calculados.

Antes de seguir, debe advertirse que el procedimiento
expuesto a continuacion es de los llamados de aproxima-
ciones sucesivas. Supondremos primeramente los lar-
gueros calculados por el procedimiento usual, y conoci-
dos asi los valores de los momentos de inercia, tanto
polares como rectangulares, en el empotramiento, extre-
mo v secci6n media del larguero, podrdn tomarse con
aproximacion mas que suficiente, como leyes de variacién
de estos momentos, los trozos de pardbolas de eje verti-
cal, pasando por dichos tres puntos.

El conocimiento de estas leyes de variacion nos per-
mitird determinar
los diagramas de-
finitivos de los
momentos de fle-
xion y torsion.

Representemos
(fig. 1.") una sec-
ciéondeloslargue-
ros por un plano

perpendicular a
su posicién primi-
tivayaunadistan-

cia xdel empotra-
miento. Expre-
ella:

se¢mos en

Fig. 1.

con lineas de punto y raya, las secciones de los largueros
antes de deformarse; con lineas de rayas, la posicion que
tomarian si no estuviesen unidos entre si; con linea de
puntos, la posicion real, pero sin.torsién, y con linea llena,
la posicidn definitiva. En dicha figura se ha supuesto el
larguero 1 mas cargado que el 2 y ambos en el mismo
sentido (primer caso de vuelo).

En lo sucesivo designaremos con el subindice 1 todos
los elementos que se refieren al larguero 1, y con el sub-
indice 2 los que se refieren al larguero 2.

Se advertird, por ultimo, que la unién de los montantes
a los largueros se supone de gran rigidez.

Debido precisamente a la supuesta rigidez en la co-
nexion, el dngulo ¢, de la figura 1." es igual a los o, por
tener sus lados perpendiculares; siendo, ademas, los tres
relativamente pequenos, podemos sustituir con suficiente
aproximacién el dngulo por la tangente, obteniendo
gt 11

e
donde z, y 2, representan las ordenadas de las eldsticas
v e la distancia entre largueros, valores todos correspon-
dientes a la seccion por el plano que estamos conside-
rando.

La carga ¢, determinada como hemos dicho al principio
y que actia sobre el larguero 1, la podemos imaginar
descompuesta en dos cargas: una, gy, (carga de flexion),
que produce la flexion del larguero 1 haciéndole ocupar
la posicién real pero sin torsion, indicada con linea de
puntos en el dibujo, y otra, ¢, (carga de torsién), que se
transmite por los montantes y es absorbida por el lar-
guero 2 al hacerle girar el dngulo =.

Se supone hecha andloga descomposicién para la car-
ga ¢, del larguero 2 en las cargas qp y .

Puesto que aun no sabemos nada sobre el sentido de
las cargas ¢, y qt, (mis adelante se verd que cambian a lo
largo del larguero), podemos establecer algébricamente:

= qn + qu 2]
s = ‘ff.: . ity

Las cargas qf, ¥ ¢r, producirin sobre sus largueros res-
pectivos dos leyes de momentos de flexion My, y My,
también las de torsion qq y gz, producirdn dos leyes de
momentos de torsién My y M. Pues bien: el problema
que tratamos de resolver consiste en determinar las nue-
vas leyes de momentos en funcién de las leyes de cargas
conocidas ¢, ¥ ¢,.
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Sean [, e I, (funciones conocidas de x) los momentos
de inercia rectangulares de cada larguero. Se tendri por
la ecuacidn de la eldstica:

.'I’[n . o? 51
I T dat
(8]
My, L diz,
I, 7 da
y también
d*
<N
dxt =n
M 4]
o ."r,
= ¢,
da® Ir:

i 3 d= o .
Por otra parte, si designamos por —7 la torsién unita-

da
ria, por /p el momento de inercia polar, por /£ el médulo
de esfuerzo cortante y por k un coeficiente de ¢forma» a
determinar en cada caso, seglin la seccion del larguero,
obtenemos, llamando 1/; al momento de torsién:

y como por [1]

dy _ 4 (m—s
dx  dx e )

podremos escribir para los dos largueros:

My =k I, E-% (—" = z’-),
dx e

B

My = k- Iy E 5 ("21 —3 )
dx e

Para obtener los momentos lo primero que hard falta
es eliminar las derivadas de las z respecto a las x en el
sistema (3], [5]. Planteada la cuestion asi en su aspecto
general, presenta dificultades de cdlculo extraordinarias,
como se deduce dela simple inspeccién de dicho sistema.
Una de las dificultades mayores proviene de suponer la
distancia e entre largueros variable, porque al efectuar la

s ag s s dz
derivacién indicada en [5] aparecen las z y las - 1Y como
ax

en [3] aparecen las —:i;-z y la eliminacién de z y sus deri-
vadas es poco menos que imposible, enfocando el proble-
ma en la forma que lo hemos hecho.

Vamos a introducir algunas hipétesis que aproximén-
dose bastante a la realidad y sin suponer e constante, nos
permitan, no sélo realizar la eliminacién indicada, sino
obtener inmediatamente el momento de torsion.

Sean #, y £, los coeficientes de trabajo y h, y h, las se-
mialturas de los largueros correspondientes a la seccion
distante x del empotramiento y que venimos consideran-
do. Se tendra:

Mpy - by N My hy ‘

1 I,

Si el larguero 1, que es el mas cargado, segiin hemos
supuesto, es el que se desea calcular, ¢, serd sensible-
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mente constante a lo largo de todo ély prdéximo a la ad-
misible para el material.

Como en realidad no ocurre asi, porque el larguero tra-
baja a flexién y torsién combinadas, una de las hipotesis
consiste en suponer la primera de las relaciones anterio-
res constante a lo largo de todo el larguero y de valor
igual al coeficiente de trabajo admitido.

En cuanto a la segunda de las relaciones que corres-
ponde al larguero 2, sélo es constante a lo largo de todo
¢l (prescindiendo también de la torsién) cuando figure en
el numerador en lugar de M la ley de momentos para la
cual estd calculado y que corresponderd a otro caso de
vuelo distinto del primero (generalmente el segundo).
Si la curva representativa de la ley de cargas qf2 que
actia ahora sobre el larguero 2, tuviese sus ordenadas
proporcionales a las de la ley ¢ por la cual esté calculado
dicho larguero, entonces también seria constante a lo

largo de todo ¢l la relacion —!f_fr L

y dungue con un

valor diferente (el coeficiente de trabajo multiplicado por
el de proporcionalidad). Ahora bien: las ordenadas de
las leyes de cargas totales son proporcionales en todos
los casos a la cuerda del ala, luego las ¢, y ¢’ también lo
son por representar cada una un determinado tanto por
ciento de la ley de cargas total.

Nosotros admitiremos que la relacion constante es para
todo el larguero, y de valor el que resulte de poner en
lugar de &, e I, los obtenidos en la mitad del larguero ya
calculado en primera aproximacién, sustituyendo también
M 2 por el valor que en dicha seccién tome la ley de mo-
mentos producida por g,.

Equivale la hipétesis a sustituir la ley de cargas ¢ ra por
la g, y, por tanto, considerar para el larguero 2 la el4stica
de rayas en lugar de la de puntos. Como estas dos elds-
ticas coinciden sensiblemente, la diferencia en los valores
de z obtenidos es despreciable.

Sea por ultimo ¢ (x) la funcién conocida que expresa la
ley de variacion de la cuerda del ala en funcion de su dis-
tancia x al empotramiento. Como los largueros suelen
estar colocados a un tanto por ciento fijo del borde de
ataque, a su vez las alturas representan unos determina-
dos y conocidos tantos por uno p, y p, de la cuerda ¢ (x),
es decir:

ley = pye(x),

fig = pyc(x).
Como

My My

= - —

I, I, ' I, Iy’

restando y teniendo presente los valores i, y hy, tenemos:

My My, _bhep—tpy
1 /, Prparelx) |
luego la diferencia de las ecuaciones |3] se reduce a
_‘nzl . _d_z_zn . L by = e G
dx? dx? by - Py E-c(w) (61

en cuyo segundo miembro sélo figuran valores conocidos.
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Integrando los dos miembros, designando por / (x) la

integral del segundo y por C’ una constante, resulta:
dzy  daz, = F(x) + C'. (7]
dx dx

Conviene llamar la atencién, en que siendo ¢(x) una
funcién lineal o un radical cuadratico (ala eliptica), la
integracién y por tanto la funcion /7 (x) se obtiene con
suma facilidad.

Como el primer miembro de |7] representa la diferencia
de los dngulos de giro de los largueros, y esta diferencia
es nula en el empotramiento por serlo cada uno de ellos,
la constante C se determinard por la condicion

F(o) 4+ C' =o.

Integrando nuevamente los dos miembros de (7], desig-
nando por {’fx) la integral del segundo y por ('' una
constante, tendremos:

s, — 2z, = Ufx) 4 C” [8]

La diferencia de las ordenadas de las eldsticas que re-
presenta el primer miembro, es nula en el empotramiento;
la constante C'' se determinard en consecuencia por la
condicion

Uf) + C*=o [9)

Conociendo por [8) la diferencia de las z, las ecuacio-
nes [5/ se transforman en

My = K- Iy - E-

dx

d [Ufx) + C”

)

, [10]
My=K-1I, E- ;1__((}.4«:) +E )
dx e

¥ que representan la ley de variacién de los momentos de
torsién toda vez que en los segundos miembros sélo figu-
ran valores conocidos.

Para obtenerlas se ha supuesto implicitamente que el
nimero de montantes era infinito toda vez que a cada
seccion se le ha hecho girar lo correspondiente a su dife-
rencia de ordenadas. Siendo por otra parte entre cada
dos montantes el momento de torsién constante, el dia-
grama real serd una poligonal en forma de escalera cuyos
vértices coincidirin con la curva tedrica.

Por la condicion [g] se ve que para » = o0 el momento
de torsion es nulo.  Este resultado, que a primera vista
parece un poco extrano, tiene una una justificacion sen-
cilla. Basta fijarse que dos montantes consecutivos cua-
lesquiera no s6lo producen un momento de torsién cons-
tante en el trozo comprendido entre ellos, sino que por
obligar a las secciones de los largueros en que se apoyan
a tomar una posicién determinada, impiden que la torsién
existente en el resto del larguero se propague al trozo
considerado. Como la torsién que producen los mon-
tantes es consecuencia de la diferencia de eldsticas, y
esta diferencia llega a ser nula para ¥ = o, se comprende
que no exista torsién en el empotramiento. En la reali-
dad el momento de torsiéon serd nulo entre el empotra-
miento y el primer montante.

Para obtener la variacion de M; puede combinarse la
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parte analitica con la grifica obteniéndose su represen-
tacién con gran facilidad. Se evita darle forma analitica
a la variacion de [y, siendo suficiente multiplicar los valo-
res (que toma en unas cuantas secciones de los largueros
calculados en primera aproximacion, por k& [ y por los
que en las mismas secciones tome la expresion

d [(Ufx) 4 C”
dx ( e )

Para tener una idea de la variacidén de este momento
hemos estudiado el caso mis sencillo posible: ala rectan-
gular de semienvergadura a, profundidad b, v distancia
entre largueros constante e igual a o

Puesto que el numerador del segundo miembro de
la ecuacién [6] es siempre constante, si a ese valor divi-
dido por - p, - p, lo designamos por C, la ecuacioén
|7] se transforma teniendo presente (ue en este caso
¢(x) = b = constante

dz, dz, C

dx dx b

y como, segin hemos dicho, la diferencia de las derivadas
debe ser nula en el empotramiento (x = 0), la constante
C' serd nula.

En este caso, por ser la distancia entre largueros
e — g = constante, no hace falta integrarla nuevamente
para obtener la ecuacién (8, porque de la [10] resulta
para el larguero 2, por ejemplo:

dz, dz, )

dy  dx

1
My = KEI, (
e

Sustituyendo en ella la diferencia de las derivadas,
queda, en definitiva:

C

My, = KET
i3 (p:g b

Larepresentacion grifica se obtendrd, figura 2, multipli-

-

cando por k - /% las ordenadas de las ecuaciones

i‘? .

My =~

I‘*‘”f! = I;Jz

La primera representa la bisectriz y la segunda la varia-
cion del mo-
mento de iner-
cia polar. Se
ve que lacurva
resultante tie-
ne un maximo
préximo a la
intersecciton
delasotras dos
y que desde
ese punto dis-
minuye hacia
los extremos.

Volvamosde
nuevo al pro- ~3
blema general

Fig. 2.
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de determinar &l momento de flexion. Puesto que g4, y
¢ty Son cargas continuas que se transmiten por los mon-
tantes a los largueros opuestos y deben producir en la sec-
cién ¥ el momento de torsién ya conocido, tendremos para
el caso tedrico de infinitos montantes a que corresponde la
ley M; obtenida:

dMy = e « qq + dx

(11]
dMy = e -« ¢y « dx
Teniendo presente [2| y [4], las relaciones anteriores

pueden escribirse:

d, M
dM, = e (q, — .r‘_e_) dx

dx,
iy M
dly, = (‘h - :EL{L) dx
: dx,
o bien:
t!:”m
d2 My, = dx
dx? e
(12
dMy
eqy —
a, BT g
dx? e

Integrando dos veces resulta:

dM,,
P = . !
Mp = J - —-) dx | dx 4 Cym. x 4 Cyw
. i e )
[13]
dM,,
[ e = dx
M = ( = —— |dx | dx 4+ Con . x Cyv

en las cuales las derivadas del momento de torsién se
calculardn previamente por las formulas [10].

Siendo nulo el momento de flexion y el esfuerzo cor-
tante en el extremo libre del ala, las constantes Ciiy C'wv
se hallardan por las condiciones

(Jﬁ) a=l=0

M g} = -
() s=i=0 o (3

en las que  representa la semienvergadura.

Aunque la integracion de las expresiones [13] se hace
con relativa facilidad, por ser e y ¢ en general ecuaciones
lineales y la derivada del momento de torsién una funcién
sencilla, puede procederse de un modo grafico y obtener
inmediatamente las nuevas leves de cargas. Obsérvese
que de [12] se deduce teniendo presente [4]:

d, M,
d’.\‘ oy )
n qy — 5 " qro = 4y — e

cuyos segundos miembros pueden obtenerse grificamente
por ser conocido el momento de torsion. Una vez obte-
nida la representacion de la ley de cargas el problema se
terminard por los métodos corrientes.

Aun pueden hacerse algunas consideraciones sobre los
valores de q¢ que nos permitan encontrar resultados inte-
resantes.
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De las ecuaciones [11] se deduce

dMy, dMy,
dx Cdx
In = == " Gt = -
e e

y, por tanto, como ¢ es siempre positivo y el momento de
torsidn tiene un maximo, hay un cambio de signo en las
cargas ¢ ¢, cambio que se verifica precisamente en la abs-
cisa de dicho maximo.

En el caso a que se refiere la figura 1, la carga ¢/ es
del mismo sentido que la ¢; desde el maximo de la torsion
al extremo libre, y de sentidos contrarios desde dicho
punto al empotramiento; como la carga ¢y es absorbida
por la torsion del larguero 2, tendremos para el 1 ponien-
do los signos de manifiesto:

Desde el extremo libre al miximo de la torsion:

In =94y = #n [14]
Desde el miximo de la torsion al empotramiento:
4= ¢ + qu (15]

Continuemos refiriéndonos al larguero 1. Al integrar la
segunda de las ecuaciones [11] puede ponerse bajo la si-
guiente forma si designamos por (¥ una constante

1l
j e qudy=—M, } Cv.

El primer miembo es nulo para x = [; el valor de C¥ serd
en consecuencia igual al que para x =1 tome la segunda
de las ecuaciones [10].

En el empotramiento, siendo M nulo, tendremos:

.1
[ eqy dx = Cv, [16]

o

Si suponemos ¢ constante, resulta de [16] que el «valor
medio» de la
carga (1 es
igual al mo-
mento de tor-
sion en el ex-
tremo libre del
larguero 2 di-
vidido por e.
Como dicho
momento es
relativamente
pequeio (véa- E ST
se fig. 2), pue-
de decirse que
el valor medio de ¢ es cero, y, por tanto, después de las
relaciones [14] y [15], los montantes producen en el lar-
guero mis cargado el efecto de un desplazamiento de la
carga hacia el empotramiento. Lo contrario ocurre en
el otro larguero.

Por tltimo, en la ficura 3, para la misma ala en que
hemos estudiado la torsion y refiricndonos al larguero 1,
se ha representado con linea llena la ley de cargas real y
con linea de puntos la ley de cargas si no existiesen mon-
tantes y por la que se calcula generalmente.

]

Fig. 3.
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