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Exposicidon del tema

N la ingenieria aerondutica se presentan problemas

de una gran delicadeza; que no es que dejen de
presentarse en las otras actividades de la profesiéon de in-
geniero, sino que, en éstas, muchas veces pueden eludirse
con soluciones aproximadas sin que, por ello, resulten
graves consecuencias en el orden econdémico y menos en
el exclusivamente técnico; mientras que en aquella inge-
nieria, no caben esas soluciones y es preciso acometer las
cuestiones con toda la dificultad que lleven consigo, sien-
do una prueba de esta modalidad el cdlculo de los largue-
ros de ala, a cuya cuestion se va a aportar, en este traba-
jo, algunos esclarecimientos.

Si se considera el caso de un larguero atirantado por
uno o dos brazos, no puede mirarse como viga simple-
mente sometida a carga transversal; es preciso atender a
la carga longitudinal producida por el efecto de los tiran-
tes (en vuelo), lo que no puede hacerse teniendo en cuen-
ta tan sélo el efecto de compresién simple producido,
sino que hay que considerar la cuestién de esfabilidad
elastica que se presenta, que hace modificar esencialmente
los resultados que se obtuviesen aplicando la teoria cldsica
de la flexion,

Nos referimos a las cargas criticas de Euler-Lagrange
que producen la ruina de la construccién, mucho antes de
que los esfuerzos puedan llegar al limite de fluencia del
material, por determinar en éste un periodo de grandes
deformaciones de pandeo.

Sin llegar a desarrollar la teoria de la estabilidad elds-
tica, que no tiene cabida en este momento, se van a re-
cordar Gnicamente sus consecuencias fundamentales,
pricipalmente en aquello que sea bédsico para el debido
conocimiento de la cuestién que constituye el tema de
este articulo,

Estabilidad eldstica y su aplicacién a las vigas

Si una pieza o conjunto de ellas (estructura) estdn so-
metidas a ciertas acciones, aparecen fuerzas elisticas que
las equilibran con arreglo a los principios de la Mecénica
de los cuerpos rigidos, es decir, en la suposicion de que
los cuerpos materiales son suficientemente rigidos para
que el modo de accion de las fuerzas exteriores sca el
mismo que sobre un cuerpo ideal perfectamente invariable
de forma; pero si las deformaciones no son tan pequeias

para poder hacer esa suposicion y la existencia de tales
deformaciones modifica el modo de accién de las fuerzas
exteriores, entonces ya no pueden aplicarse esos princi-
pios y aparecen nuevas modalidades de la resistencia de
los cuerpos.

Tal ocurre con una pieza comprimida y flexada en la
que la deformacién producida por la flexién hace que el
efecto de la fuerza axil no sea simplemente una compre-
sién, sino ademds ofra flexion de momento variable e

Figura 1.

igual a Ry, si es R la fuerza e y la ordenada de la eldstica
en un punto (fig. 1).

Entonces, si la solicitacién transversal es, por ejemplo,
debida a una carga uniforme ¢, por metro lineal (fig. 2),
R
R 4> ™ =
T T AT

Figura 2.

el momento de flexion vale, tomando por origen de coor-
denadas el punto medio de la viga:

i
!o " cCOs f X

ar= " —1 1]

n= "

cos
2
siendo i« la cantidad numérica

w=1 w 2]

Er

llamada por Bleich masa labil, ya que es el indice de la
labilidad o inestabilidad del equilibrio eldstico.

Iin el caso, interesante para largueros de ala, de que la
carga, en vez de ser continua, esté aplicada con distribu-
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cién uniforme en puntos equidistantes la cantidad 2, figu-

ra 3 (costillas), se modifica la expresion anterior en esta
forma:

1 i

M— 2 r{,& ! 2n

(15 i i

cos — te,
2 & 2n

y (8]

siendo 7 el nimero de divisiones de la pieza, es decir,

i . . - - .
~ la masa labil de los intervalos A, viéndose que si u
"

i
= —, el momento es
2n 21

sensiblemente el mismo que para caso de carga uniforme-
mente repartida. En cambio, para cargas proximas a la

es de pequeiio valor por ser tg.

Figura 3.

de rotura, la diferencia entre los valores del momento
puede llegar a ser muy importante,

Resulta, por lo tanto, de gran importancia hacer el estu-
dio del material bajo los diferentes estados de carga posi-
ble, porque, segiin se va a ver en seguida, no obedece a la
ley de Hooke en estas clases de solicitaciones y, sobre
todo, que la ruptura puede ser debida al efecto de pandeo,
aun mucho antes de haber podido alcanzarse el periodo
de fluencia del material.

En el caso antes citado (fig. 2), la flecha tiene por ex-
presion:

i 1 a
5 9 sec?—l— 5 e
3:_._(.;_'.'__.. = e [4]
384 ET b i
— e 1t
384

con la correccién respecto a la flecha de simple flexion,
representada por el factor transcendente que se indica,
cuyo factor, si la masa labil » adquiere el valor # ==, se
hace infinitamente grande, representando deformaciones
que crecen mas alla de todo limite, lo cual ocurre para la
carga deducida de la igualdad:

= Ef
R, = i (6]

es decir,

que es la conocida carga critica de Euler, cuyo resultado
justifica la denominacion dada a .

Es notable la circunstancia de que, en funcion de la
masa 1dbil, el coeficiente de seguridad, respecto ala carga
critica o coeficiente de Fuler, es:
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o2

v= (7]

w2’

cuyo coeficiente sustituye al ordinario en las solicitacio-
nes de extensién o compresion simples.

La expresion (4] hace ver claramente cémo la deforma-
cion deja ahora de ser proporcional a la carga, puesto que
la masa 1abil « contiene la carga longitudinal.

En el caso de solicitacién de que se va tratando, los
dngulos de rotacion de las secciones extremas de la pieza
son de la forma

o 09 , 3
q y ’Pf (Qn) n Pa= _q

0y "
%i B el (q), [8]

siendo las funciones ¢ (¢,) ¥ 24 (q,) dependientes de la
masa labil u, que, a su vez, depende de la carga longitu-
dinal, de la forma de la pieza y de la elasticidad del ma-
terial, pero no de suresistencia, y la consideracion de que
ésta no es ilimitada y de que el material tiene un periodo
elistico limitado, da lugar a uno de los problemas de
mayor dificultad de la mecdnica eldstica, cuando se hace
el estudio general de la estabilidad de forma de un
material.
Las funciones senaladas son ahora:

: 1 12 1
o=+ 5 (g —y (9},

2 2

correspondiendo el signo superior a zf y el inferior a ¢4,

Las expresiones generales de ¢f y =4 para el caso de
solicitacion transversal producida por cargas repartidas,
aisladas y momentos aplicados a la distancia ¢ del punto
medio de la pieza, son:

L1 Pl 2l '
o = X g (@) + 2 ¢ P+ D (M)
El : EI ’ ’ 10]
L SPGB LN e
y;f-u—'_E'[‘?((In}—i_— EI_IP P+ = El (J CJ;
siendo
2\ u T
(P)=+ s L“(HL——.?_ - 1“26 (11
?(F)=% u? sen ¢ . 2( = nf_) b
v del mismo modo
e\ 1
cus(l + ! ) 9 1
o (M)=— [12].

T
 sen e
De la [12] son casos particulares los que resultan de

L
hacer c === —, que producen:
2

Il — w cot u

1
1 —u cosec u \

,_:.‘I( ‘,MI} i ,_:‘d'(_,”tt’ =
(18].
<?i (M’!) — ?d ( ._ui) —

FTE

Aparecen asi las funciones siguientes, aplicables a soli-
citaciones producidas por momentos en los extremos:
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1 ’ 1t i \
w\% 2 g

{?n=

; 1
of (M) =¥ (M) = - (1 —u cot u) [14],

; 1
g (M) = ¢ (M) = , (L= cosec u)
u

que son de gran importancia en los problemas de los que
se estd tratando.

Hace una treintena de afios fué desarrollado el tema de
la solicitacion compuesta, en la forma que se va expo-
niendo, de un lado por Berry y de otra parte por Miiller-
Breslau, siendo después objeto de estudios especiales por
Zimmermann, Bleich, Karman, etc., y mds recientemente
por Howard.

Las funciones a las que llegd Berry y que se conocen
por sunombre en los paises de habla inglesa (véanse The
Stresses in Aeroplane Structures, H. B. Howard; Avia-
tion Handbook, Warner), difieren de las expuestas sim-
plemente por un factor numérico; tienen por expresion:

91 f— 90 cot2h
fH=6-2 bcosecBb—1 o (h) =38 - 1 —20cot26
(202 20 -
' a
o(y—g. t&8—0 ’
. S bs

que corresponden a una masa l4bil representada por 2.,
es decir, referida a la mitad de la longitud de la pieza.

Hay que advertir que la nomenclatura es de origen ale-
mdn reciente y que no ha entrado atin en uso en la litera-
tura inglesa.

El ilustre Miiller-Breslau tampoco designé la cantidad
con nombre especial estableciendo sus funciones que
designé por v cuyos valores eran:

V=1—uacote , V' =wcosecu—1

[16]

viéndose que, en esencia, todas las funciones dadas a co-
nocer son las mismas; empledndose en el curso de Meci-
nica Eldstica aplicada de la Escuela Superior Aerotécnica,
bajo la forma primera [14] sefialada.

La resolucion general del problema expuesto se hace,
habitualmente, hallando en primer lugar la ecuacién de
la eldstica, lo que le da semejanza de procedimiento con
el problema de la viga flotante y, después, por las cldsi-
cas relaciones de derivacién, se obtienen sucesivamente
las deformaciones angulares, los momentos y los esfuer-
zos constantes, con lo que resultan expresiones andlogas a
las que se han indicado y que son:

—y WH yPell e py iy M Py 1a

¥ o Jo @+ fe (P + 22 (M) [17]
para la elastica, y

M=3X qn )"'f:'n (‘fn) f’ X P:.' I'Jfru ( Pr) "}“ P "1fcfm [.."”c} [IH]

para el momento de flexion.
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Las funciones que aparecen en estas expresiones fy y
fm son bastante complicadas, pues, por ejemplo, en el
caso de carga uniforme, valen:

1 1 |

Jy=
y 2ed ]

| 2x\2
()] e
con

[20]
y siendo;

[21]

fn= :1, [1_ (o_;)J

El caso de carga trapecial puede obtenerse combinan-
do una carga uniforme con otra de variacién lineal por

la ley
“(7)

¥, como la masa labil es la misma para los dos casos, pue-
den sumarse los efectos.
Los valores de fy y fin son para esta carga:

- ()}

[22)

12 22}

siendo como antes:

Jm=Ju+ Jy

- ()
127 | 1)

Como los céalculos son laboriosos, conviene tener tabu-
ladas, tanto las expresiones de las distintas funciones que
es preciso manejar, como sus valores numéricos para los
distintos valores de la masa 14bil, cuyos cuadros y tablas
son empleados en el citado curso de Mecédnica Eldstica
aplicada.

Por fin, se hace constar que, en el caso de solicitacién
de extension y flexion, las funciones obtenidas son las que
resultan de sustituir en las que se han dado a conocer, en
lugar de las lineas circulares, las hiperbdlicas.

con el valor:

S =

[24)

Diagrama de Howard

Mister H. B. Howard, del «Aeronautical Research Com-
mitteer, dié a conocer, en 1928, un diagrama polar suma-
mente curioso e interesante para la resolucién de los
problemas que se han citado, y cuyo artificio consiste
en invertir el orden de la investigacién y, en lugar de
hallar la expresién finita del momento de flexién por de-
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rivacion de la ecuacion de la eldstica, obtener directa-
mente la ecuacion diferencial de la ley de momentos con
su integral correspondiente.

Resulta asi el siguiente cilculo.
valor

El momento tiene el

M= M- [\}y, :25]

siendo M el momento producido por la carga transversal;
derivando dos veces, se obtiene:

d*

oy

d? M

d*y
a2

dxt = dmw [26]

en donde ¢, es la carga por unidad lineal, y puesto que

se tiene siempre ri;%' = ,-'f e introduciendo la masa
ax~ b
»
labil unitaria k = T — lf ‘!:_., resulta la ecuacién dife-
rencial del momento:
dr M . ~
hdtz + k2 M=q,, [2‘J
cuya integracion produce:
W . n ao
M= C cos (kx — 2) - 2 [28]
con lo que el esfuerzo cortante valdra:
dM q'
S=——= — kCsen (kx —¢) 22, [29]
dx : k2

Hay que advertir que si la pieza esti cargada con una
ley variable, serd g, = f (x) y los segundos sumandos de

. ; do .
las integrales serian « y ——, siendo «

dx
A1
w= (1+ ;.2) 4n

con la significacién simbdlica de Leibnitz en la deriva-
cion:

1 d2gq, ) 1 di g,
h= Gy LT T
k2 st Jed dxt

[80]
que se convierte en ¢, si la carga es uniforme.

La expresion [28] puede transformarse como sigue in-
troduciendo el momento ficticio :

q

m=M— A;’ = Ccos (kx —2), [81]

y en seguida se ve que representa una circunferencia en
coordenadas polares que pasa por el origen y tal que el
didmetro de este punto forma el dngulo = con el eje polar;
el otro extremo de este didmetro es el punto apex del
diagrama (fig. 4).

o
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Figura 4.

Si se traza el dngulo ZON = kx, siendo x la abscisa de
un punto de la viga referida al punto medio, se obtiene:

ON=O0X cos (kx —z) =m )
. . . S [32]
AN=0X sen (kx —z)=— .

Estos resultados quieren decir que el diagrama propor-
ciona en ON el momento ficticio del que inmediatamente
se puede deducir por [31] el verdadero momento y en
XN el cociente de dividir por — k el esfuerzo cortante,
o sea:

S=—1%-XN.

p 1 i ;
Si se llevan los dingulos > 2 derecha e izquierda del eje

Figura 5,

polar, se obtienen en OA y OB los momentos extre-
mos (fig. 5).
El momento miximo es OX = C, y como es:

= Jar + B,
siendo por las condiciones en los limites:

d mt

m! it m

" [83]

2 cos 2 sen

~1
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con lo que

1] i @ o i a
. / m' ot oy 2 m' — 'ty 2
OX=m_.. = J - ¢
mitx, / "t I m [3‘”
2 cos 2 sen
2 2
mi 4 i _
tg. s = — — cot ——, [35)
mt — it 2

Se ve, pues, la sencillez del diagrama que se ha descrito
del cual se va a hacer aplicacion a dos casos muy frecuen-
tes: carga por dos momentos extremos y carga uniforme.

Aplicaciones
En el primer caso es (fig. 0):

M- pmt MM 2

2 2 @

M = , [36]

v el momento, si no existiese carga axil, seguiria la ley
lineal que se indica en la figura, que seria sustituida por
la curva, que también se representa en ella si existe la
referida carga.

El trazado de esta linea da lugar a cilculos muy labo-
riosos si se emplean los métodos ordinarios, siendo, en
este caso, en el que se aprecia la enorme ventaja del

| ™M

(T
Voo | "
A T .
L a- & — ik - i

Figura 0.

diagrama de Howard, pues se obtiene un trazado continuo
y sencillisimo.

La ley se reduce ahora a:

m = M= Ccos (kx — ), [37]

y el momento ficticio es igual al real, siendo el diagrama
polar el de la figura 7 con los valores de OX y = que resul-
tan de sustituir en los anteriores [34] y [35] m por M.

Este diagrama da a conocer también la existencia de la
carga critica: si fuese w ==, OA y OB estarian en prolon-
gacién y el punto apex se trasladaria al infinito, indicando
asi valores que acusan la pérdida de la estabilidad de
la pieza.

Si se trata del caso de carga uniforme, figura 2, en-
tonces es:

M = Ccos (kx — ) -+ In_

38
3 [38]

v si la viga estd apoyada, los momentos extremos son
nulos, es decir:

H18
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e
Cco‘s(ﬂl —E—s) : -Z_—:'--_O (9]
de donde:
:=0 , C=—-I" g ® [40]
ke 2 -
con lo que resulta:
M=— ?’: (sec , cos kx — 1) [41]
v el maximo:
Mpax, = — T; (Isec : - 1) [42]

Sise toma mf = md = — en OA y OB (fig. 8),

k'

se traza el circulo AXNB que pasa por AOB, resulta el
circulo del momento ficticio e trazando el circulo de

. \'!”
centro O y radio 04 = — 72 el drea rayada es la ley
Lo

Figura 8.
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de momentos efectivos, viéndose en seguida que el méxi-

ke
Los esfuerzos cortantes en los extremos serian XA y
X' B multiplicados por — k.
Los dos casos expuestos son los fundamentales para

i '
mo es N}V = — i (sec 5 l).

/

poder resolver la mayoria de los de la prictica: viga con
voladizos; tramo de una viga continua después de calcu-
lados los momentos en los apoyos; elementos de una
estructura una vez conocidos los momentos en los nudos,
etcétera.

Asi, si la pieza estd solicitada por carga uniforme trans-
versal y momentos extremos, el diagrama es el de la
figura o.

L.os puntos A y B obtenidos con

an
‘ ]

OAd =M, — 3o

P OB=M, —

determinan, con O, el circulo OX; el otro circulo de radio
{}Ho #

o y centro O, termina el trazado; la ley de momentos es
(4

la rayada en la figura; el momento miximo es OX con el
argumento z} resultando conocidos el valor y la posicién
del momento miximo, ya grifica, va analiticamente.

Se observa que resultan dos puntos de inflexién y que,
por suponer las cargas dirigidas ascendentemente, se
han tomado los momentos en la forma que se ve en la
figura.

Figura 0.
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Carga variable

Es facil hacer la modificacion del diagrama en el caso
de que la ley de cargas no sea continua,

Si es OV (fig. 10) el radio correspondiente al punto de
la viga en el que cambia la ley, es claro que en ese radio
habrd tambiénunadiscontinuidad en el diagrama, pues sien-

q
. . H . .
do el radio del circulo de valor =, deberd variar con q,

T
v

debiendo, pues, existir dos puntos apex: N, v \,.

Si se supone resuelto el problema, como deberin cum-
plirse las condiciones:

@) El estuerzo cortante en el punto } debe ser tnico
o sea: X, X, deberd ser paralela a OY.

b) El momento en } debe ser tnico, o sea:

i L
myi— My — Tn . Myg=My— q " — oy Yn—4'n

2 k2 ®

de lo que se deduce:

T |
OH— OK=HK=X, X,=-1= P“’ a

y por tanto, el trazado que se ve en la figura; la perpen-
dicular Bl a OB; el punto /i arbitrario; la paralela ik a
Gn—q'm

OB; la distancia e — y por I la paralela KX,

k? -
a 3h produce el apex X, y la X, X| paralela a OY el X,
completandose en seguida el trazado ficilmente.

IFigura 10,
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Ecuacidn de los tres momentos compuestos

Resulta evidente la consecuencia de no ser aplicable, a
los casos de esfuerzo longitudinal, simultineo con trans-
versal, la ecuacion de Clapeyron para la viga continua,
puesto que esta ecuacidn no representa todos los efectos
que el material soporta en este caso,

Ya la ecuacion de los tres momentos ha de ser substi-
tuida por la de los e/nco momentos en el caso de que, por
ser los apoyos eldsticos, cedan bajo la accion de las car-
gas, siendo preciso considerar el asunto como de viga flo-
tante introduciendo el coeficiente de bovancia o asienfo
de los apoyos, como ocurre en los puentes sobre flotantes
y en algunas cuestiones de aeronaves, tales como el eje
del timén de profundidades.

Pero ahora se va a presentar ‘micamente la generaliza-
cion de la ecuacidon de Clapeyron al caso de una viga con-
tinna si ésta sufre solicitacién compuesta.

Entonces, el método hasado en la identidad de deforma-
cién angular sobre los apoyos, en una viga continua, ex-
presando la deformacién por el teorema de Mohr, conduce,
ripida y sencillamente al resultado.

Considerando dos tramos consecutivos: n - ésimo y
(n-+1)-ésimo (fig. 11) de momentos de inercia [ e [, 4.
sometidos a cargas axiles que den lugar a las masas ldbi-
les 1y ¥ 1y 41, siendo, para fijar las ideas, la carga trans-
versal uniforme de valores g, ¥ ¢u + 1 en dichos tramos,

-
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3y d In . Iy
- W — My =19 MYy ) — —— My o (M) =
o (qn) El, n ? n—1] ElL My o (M%)
G418 41 In41 ;
-t ol (qn) — ."t — My 19 (MY 1) +
Loy Iy Ely41
Iy “+1
+- My ot (Miy) 43
Efu-f-l ntpt Ly { ]
que transformada convenientemente produce
In . ) / 1
My —1 f: | el ',’zd (_ﬁl”u -1)] " 2M, [ .r': 2‘ ‘?d (M'!u ) '1‘
l Eos {
u+l_ d ! (M%) + fwu-{-l il [—-w‘{_:'l]"'”_l_ﬂ]::
Iy 2 I "
Ik ) By .
=- [’:L gn " (qn) — f::—l—l G415 (gu41) [44]

que es la ecuacion que se queria obtener.

Como se ve, en esta expresion intervienen las funciones
dadas antes a conocer, pero podria ponerse igualmente
mediante las funciones de Berry o con las v de Miiller-
Breslau,

Sise define la masa labil respecto a la mitad de la pieza,
son preferibles las funciones de Berry, que es el criterio
que se emplea en la literatura de habla inglesa.

Observacién interesante

El ilustre Miiller-Breslau, que, como se ha dicho
antes, habia establecido las funciones v para el
caleulo de los esfuerzos secundarios en las estruc-

-“ll > =
turas de puentes, de empleo indispensable cuando

Figura 11,

la rotacion de la seccion en el apoyo = - ésimo conside-
rado como perteneciente al tramo del mismo orden es,
sucesivamente:

ifn 2y

b ¢ (M — 1)
—_—— — M 1 9°(4 1)
153; Iu i = !

»
i ¥
¥ “f"-‘): — =
bu

- f‘;’;”- My ?d (MTy);
por la accién de la carga continua; por el momento sobre
el apoyo (n—1)-ésimo y por el momento sobre el
n - ésimo.

De igual modo, la rotacion de la seccion como perte-
neciente al tramo (n - 1) - ésimo, serd, en el mismo or-
den, por andlogas causas:

qut1 8y, In 1 ; .
- = w' (g ) - -l!'u—!-I’-?‘(”"'u—}—li“
Ey I : ' 107 +1 '
In+
j! a My '{J‘t-li!”u |
I‘J:x-i—l

lo que permite poner la ecuacion de identidad

los nudos sean ensamblados y las piezas de esbel-

tez importante, di6 las directrices para su empleo

en el cilculo de largueros de alas; pues, en efec-

to: durante la guerra europea fué nombrado Con-
sejero de la Seccion de Aerondutica del Ministerio de la
Guerra de Prusia y presidente del Instituto cientifico-aero-
nautico «Kaiser Wilhelm» del mismo Ministerio, v como
tal hubo de dictar las reglas para llevar el cdlculo de
esfuerzos en los aviones hasta el limite de ruptura por
haberlo ordenado asi la Superioridad, lo que le obligd
a desarrollar toda la teoria de la estabilidad eldstica, pues
llevado el asunto hasta ese limite, no era posible prescin-
dir de ningin efecto.

Con las normas que se dedujeron de los cilculos y expe-
riencias dirigidos por Miiller-Breslau, fueron calculados
los largueros de los aviones Albatros que intervieron en
la Gran Guerra.

Il tema, como se ve, es de una gran amplitud, y lo
expuesto no es mas que una modalidad del asunto, pues
cuando se trata de la determinacion de los esfuerzos en
sistemas mds complejos que la viga continua, tal como
el larguero bitirante, entonces es preciso acudir al
potencial interno resultante en el pandeo, cuyo as-
pecto tal vez sea tratado también en esta Revista pro-
ximamente,

Todo ello forma parte, como puede apreciarse, de los
conocimientos que se pueden calificar de fondo en la in-
genieria aerondutica.

620



