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Sobre la estabilidad del movimiento de las palas del autogiro
Por P. PUIG ADAM

Profesor de Cdleulo en la Escuela Superior Aerolécnica

N una conferencia dada, durante su ultima estancia
en Madrid, por el Sr. La Cierva, en la Escuela Su-
perior Aerotécnica, expuso algunos problemas matemdti-
cos a que le habia conducido el estudio tedrico de su
famoso invento, y entre ellos propuso el estudio de las
soluciones de la ecuacion diferencial, que desde entonces
ocupa la atencion de algunos profesionales y aficionados:
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(variable independiente) es el dngulo azimutal
de la pala.
f (funcién) es el dngulo de desviacion (altura o
depresién) de la pala respecto de su posicién
de equilibrio dindmico durante el giro.
A es un parametro: relacion entre la velocidad de
avance del autogiro y la velocidad periférica,
Su valor varia, pues, segtin el régimen de
velocidad, creciendo con ella. El Sr. La
Cierva conceptiia A = 1 como un buen valor
limite, con miras a futuros perfeccionamientos
del autogiro (autogiro ultrarrdpido).
m es otro pardmetro: relacion de masas: «una, la
del volumen de aire contenido en un parale-
lepipedo rectingulo de lados iguales al radio
del rotor y a la anchura de la pala (dos veces),
y otra, lamasa de la pala». Su valor varia de
unos a otros autogiros entre limites extremos
0,15 y I, pero para un autogiro determinado
permanece sensiblemente fijo (salvo grandes
variaciones de densidad del aire). Puede to-
marse 7= 0,5 como un valor medio aceptable.

Interesa al ilustre inventor del autogiro, mas que la
integracién cuantitativa para determinadas condiciones
iniciales, la demostracidn matemdtica de la estabilidad del
movimiento, perfectamente comprobada en los autogi-
ros hasta ahora construidos, y presumible también para
mayores velocidades o valores de A. Mas concretamen-
te (*), se trata de ver si 0 tiende a cero al crecer ¢, cua-
lesquiera que sean dichas condiciones iniciales (per-
turbacién del movimiento en un momento dado, por una
racha de viento, por ejemplo).

Esta ecuacién, como se ve, es lineal homogénea y de
coeficientes periddicos (periodicidad natural dado el mo-
vimiento de giro de la pala). Al campo, ya muy vasto, de

(*) La nocion de esfabilidad ha tenido diversas interpretaciones mate-
miticas, segiin los problemas a que se ha aplicado.
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aplicaciones de las ecuaciones de coeficientes periddicos,
se anade, pues, con la técnica del autogiro, una zona de
fecundas posibilidades, por lo cual, el conocimiento de
tales ecuaciones empieza a ser indispensable para los inge-
nieros aerotécnicos. Esta razén me ha inducido a iniciar
la presente nota con una exposicién, lo mds elemental
posible, de la integracién cualitativa de tales ecuaciones
(cenida a lo que de momento nos interesa), antes de rese-
nar los trabajos que sobre ella he llevado a cabo, con la
valiosa y perseverante ayuda de mis alumnos de la clase
de Ecuaciones diferenciales en la mencionada Escuela, a
quienes me complazco en agradecer la colaboracién y en
alentar efusivamente desde estas paginas.

Integracién cualitativa de las ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas de coeficientes periddicos

Para mayor facilidad del lector, asi como por ser las
mds frecuentes, nos referiremos especialmente a las ecua-
ciones de segundo orden, como la del Sr. La Cierva.
Sea, pues, la ecuacién diferencial
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cuyos coeficientes p, (x) y p,(x) son funciones continuas y
periddicas de perfodo w. Ante todo, se comprueba inme-
diatamente que si y, (x) es una solucién de la ecuacion,
también lo es y, (x - w), es decir, el conjunto de solucio-
nes admite el periodo w, lo cual no significa que sean
separadamente periddicas cada una de las soluciones.
Resulta inmediatamente de lo expuesto que si se tienen
dos soluciones particulares v, (x) e v, (x) linealmente inde-
pendientes, las soluciones v, (x 4 w) e v,(a -+ w) son com-
binaciones lineales de ellas, y podremos escribir:

(¥ o)=a;y, (¥) - agp yy (x) (3]
¥a (¥ 4 o) == ay ¥y (%) + agp ¥y (x) )

pudiéndose determinar ficilmente los coeficientes a, sin
més que dar valores numéricos a .

Asi como para las ecuaciones de coeficientes constantes
(caso particular de las que tratamos) se ensayan solucio-
nes de la forma e® cuya derivada logaritmica es constan-
te (= =), parece natural ensayar aqui soluciones de la for-
ma e“ o (x) = 7 (x) (siendo ¢ (x) periddica de periodo w),
o' (x)

cuya derivada logaritmica, % -4 :
- ¢ (x)

, es peridgdica (w).
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Ahora bien, las funciones de esta forma, no son periodi-
cas, si # es distinto de cero, pues

0 (v @) = o< G+ g (v 0) = ecvnea g (3) =
=g {.\:) =51 (.\‘)_ [-1]

Is decir, estas funciones son tales, que al aumentar la
variable en un periodo ® queda la funciéon multiplicada
por un nimero s = e“" que se llama mimero caracteris-
tico, mientras z recibe el nombre de exponente caracte-
ristico. El conocimiento del niimero o exponente ca-
racteristico basta para decidir si la funcion 7 (x) tiende o
no a cero al crecer la variable. En particular, si |s <1,
podemos asegurar que v tiende a cero; hablando en tér-
minos concretos, en relacién con el problema del auto-
giro: el movimiento de la pala tendrda sus oscilaciones
amortiguadas, tendiendo a cero, puesto que a cada nueva
vuelta vendrdn sus amplitudes multiplicadas por un fac-
tor menor que la unidad.

Los niimeros caracteristicos s vienen determinados por
una ecuacién que en el terreno formal es facil de hallar.
Expresemos, en efecto, la solucion 7 (x) como combina-
cion lineal de y, (x) e v, (v)

w(x)=Cy 3 (&) + C, 3y (v) [5]

v puesto que ha de verificar la condicion [4], resultara,
teniendo en cuenta (3],

o n (¥ + o) N
(Cyay+-Cyag) y ()4 (Cy ay,— Cy agy) ¥y (¥)=
s (x)

=sC, 3 (%) F5Cy 3, (%),

de donde por identificacion

Ciay + Cay=sC, ) [6]
Ciay+ Crag=sC, | ]

y por eliminacion de las C

ay — 8§  ay

=o, i)

o gy — §

ecuacion de segundo grado amada caracteristica, que
determina s.

Si las raices s, y s, son distintas, sustituidas cada una
sucesivamente en 0], obtendremos dos pares de valores
C, v C,, y, por tanto, [3] dos funciones 7, (x) y 7, (x) que
cumplen la condicién [4] (¥). Entonces se puede sustituir
el sistema fundamental y,, v,, por 7, 7, que es también
fundamental, puesto que cualquier relacion lineal entre y,
e ¥y implicaria una relacién lineal entre 7, y 7,. En re-
sumen, cualquier solucién de la ecuacién [2] se podrd ex-
presar, pues, como combinacion lineal de 7, (x) y 7, (x),
con lo que obtendremos el siguiente resultado:

(*) Estas funciones vienen determinadas salvo un factor constante por
ser el sistema [6] homogéneo, y se comprende que asi sea puesto que si
i1(x) cumple la condicion [4] también la cumplira ki (x).
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Si las dos raices de la ecuacion caracteristica (7] son
distintas y en valor absoluto menores que la unidad, las
soluciones 1, vy ny, v, por lo tanto, todas las soluciones de
la ecuacion, tienden a cero al crecer x (*). Elmovimien-
to de la pala serd estable cualesquiera que sean las con-
diciones inicales,

(¥} Como este es el iinico caso que de momento nos interesa, prescindi-
mos de completar la discusion de la ecuacién caracteristica. Es ficil ver,
sin embargo, que cuando alguna de las raices, s, por ejemplo, es de mo-
dulo < 1 y la otra (83 = I, no hay mis soluciones convergentes que las de
la forma k1, pues cualquier combivacidon lineal en que entren las dos fun-
ciones 1, 1y crecerd con x indefinidamente. A toda raiz de mddulo 1 co-
rresponde una solucidén periddica, FPor dltimo, si s =1y 5 > 1, todas
las soluciones creceran indefinidamente. El caso de raices iguales es
especialmente delicado y puede verse en los tratados especiales, como
Goursat, Forsyth... (No he logrado encontrar en Madrid Ja Memoria funda-
mental de Floquet Sur les équations difféventielles lindaives a coeficients
périodiques, Annales de I'lcole Normale Supéricure, 1583.)

Greneralisacion. — El proceso de cilculo expuesto se generaliza ficil-
mente al caso de una ecuacion de orden u:

Y 4 pi )y D g pa (0 YD by (W) Py @) y =0 1]
de coeficientes fu, fo, ... P, periodicos (), Sies yy, vy, .00 ¥, un sistema de
soluciones fundamental y pretendemos buscar soluciones 1 (x) = Cyyy -+
4+ Coyz e Cyy ¥ p, que cumplan la condicion 1 (x4 )= 514 (x), deberid
tenerse

}; Ci ¥; (x4 t)=g§ ‘_.‘,Cr. ¥i (x)
t T
y sustituyendo la solucion y; (v < ©) por su expresion en funcion lineal de

1as y, ¥; (x4 ) e §_ rzU- -"'j (x), resulta:

YC Ya,.y. W=y WMEC. a..—=¥sC.y. (¥,
ol SOl o et % P | :
j g~ J J i J J J
de donde, identificando los coeficientes de yJ- (¥), se obtiene el sistema
}; CS‘ ﬂl_,’ ‘Scj' (j=l! 2y e 1) [11]
t

homogéneo en las €, de cuya eliminacion resulta la ecuacion caracteristica
de grado n

e i
a,—s ay, L reeresaas Tyl
@y, @y, =S g, crsamsaas Ay a
| =0,
A P R I
“In Ban 63” seae e are AP

que determina los nimeros caracteristicos s, De cada uno de éstos se de-
duce, resolviendo [LI], un sistema de coeficientes C que determina una so-
lucidn y ().

Si las raices son distintas, Sy, Sg,°t* Sy, tenemos » soluciones 1, (¥) .,
eens My (¥), que son linealmente independientes, pues de cualgquier relacion
lineal entre ecllas, tal como ¥ j‘k 1 0 resultarian, por adiciones sucesi-

k
vas del periodo, # — 1 relaciones nuevas ¥ s, }.k L
I

== g; ¥ eliminando entre éstas y la anterior los

-0, % §

Bk e
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i

productos Jf.f, y,, deberia ser nulo el determinante de Vandermonde
vy

“r Y
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1o cual no es posible por haber supuesto distintas las raices s.

Siendo, pues, expresable cualquier solucion como combinacion lineal de
las 1, es facil deducir de la convergencia de éstas la de cualquier otra solu-
cion. Si, pues, todas las s son distintas y de médulo menor que la unidad,
todas las soluciones tienden a cero al crecer x. Para completar la discu-
sion véanse los tratados especiales,
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Obtencidn de las soluciones particulares y formaciéon
de la ecuacién caracteristica

Todo el cilculo indicado se funda en el conocimiento

_de dos integrales particulares y, e v, de la ecuacidén. Se

eligen cominmente aquellas definidas por las condiciones
iniciales siguientes:

¥ (0) =1
Yo (0) =10

¥ (0)=0

8
3"9 {0) =1 [ ]

(Soluciones que son evidentemente independientes
puesto que el wronskiano para & = o vale 1.)

PPor sustitucién de estos valores en las relaciones [3] vy
sus derivadas, se obtiene facilmente

M(w)=ay
Yo (w) =@y

o) =a
)I| (". = 12 [9]
¥y (w)=ay,
de modo que para la formacion de la ecuacion caracte-
ristica [7], o lo que es lo mismo:

[ @) ¥a(w)| _

Ny (w) ¥y (w)] [10]

§*— [y (o) 45"y ()] 5 +

basta conocer los valores numéricos de y,, v, y sus deri-
vadas al término del primer periodo.

Se demuestra en los tratados especiales que los coefi-
cientes de la ecuacién caracteristica son invariantes, es
decir, independientes de las integrales particulares elegi-
das, o, de otro modo, no dependen mdas que de los coefi-
cientes de la ecuacion diferencial.

En particular, el término independiente de la ecuacion
caracteristica, que no es mas que el valor del wronskia-
no W de vy, e vy, para ¥ = w, se puede obtener inmedia-
tamente en funcién de p,, aplicando la siguiente fér-
mula (*):

By 3
Wi(x) = Wix,e _f'”o () d

(11]
en el intervalo o, w lo que da, por ser
[l o
W (0) = | =
(@) lo 1‘ I,
W (w)=e "_fl, hr () dx [11 a)

En definitiva, la ecuacién caracteristica se reduce a

§2 — [y (w) - y'a(w)]s e _.I 0 hmax _ [12]

(*) Ver (Goursat, tomo II. La demostracion es sencilla; basta identificar
la ecuacion [2] con su equivalente
v }‘] \,rt
¥ ¥ Y| =0
| ¥ ¥1 ¥
(que se satisface asimismo para y; e y3); con lo que resulta

¥ — vy
¥ )": — A ,\"l

W (%)

!’l (%) = — W ()

-——

de cuya integracion se obtiene [11].
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y en el caso de La Cierva, por ser

o ; AT 3 o 3%
.Iopl(x):x.—.lb ( e r oo SEII?)(.\_—_- S
serd la ecuacion caracteristica
J7
82—y @r)4 3", @r)]s | e o =0 [13]

Una primera consecuencia podemos deducir de esta
37

. . T 2m . C .

ecuacion: El producto ¢ de los nimeros caracteristi-

cos no depende de la velocidad de avance, y oscila, susti-

tuyendo los limites indicados para m, entre

e 108,00 My, 7 1T 20,0089

conservindose, pues, no sélo menor que la unidad, sino
bastante pequeiio. DPara el valor m = 0,5 resulta

e — 7 =2 0,000081.

Por conservarse positivo este producto podemos afir-
mar, ademds, que los nimeros caracteristicos serdn entre
si del mismo signo y se sumarén sus valores absolutos, de
modo que si su suma, v, (2%) + ', (27%), es de mddulo
< 1, lo serd cada uno de los nimeros buscados (¥).

Para la determinacién de la ecuacién y de los niimeros
caracteristicos resta sé6lo el calculo de y, (27) 4+ ¥'5 (27).
Este cilculo tiene algunas dificultades. El método usual
de desarrollo en serie de Taylor de las soluciones particu-
lares ¥, (x) e ¥, (x), conduce a series de términos complica-
dos, siendo precisos muchos de ellos para dar con cierta
exactitud los valores correspondientes al argumento 2.
(Basta considerar el fuerte crecimiento de las potencias
de 2% para comprender la necesidad de llegar a términos
muy avanzados del desarrollo de Taylor, con objeto de
que las factoriales del denominador consigan hacer estos
términos pequefios, asi, por ejemplo,

5 AIE .1 18
(gl.‘%)l =09 Zl_sll :o,oaa).

La aplicacién de otros recursos (como el método de des-
arrollo en serie de potencias de los pardmetros de los
coeficientes de la ecuacién, como el método de Hill ...)
empleados en los cdlculos de Mecdnica Celeste, y de los
cuales hablaremos al tratar de la ecuacién reducida, nos
ha parecido desorbitada para el grado de aproximacién
exigible en un problema técnico de la naturaleza del pro-
puesto. Por todo ello, y también para dar una idea apro-
ximada de la forma de las soluciones, he optado por ha-
cer el calculo aproximado de las funciones v, (x) e ¥, (x)
en el intervalo o a 2w, aplicando alguna de las férmulas

(*) Prescindimos sistemiticamente del caso de raices imaginarias que no
corresponde a realidad fisica alguna, De todos modos, si s, ¥ sz fuesen ima-
ginarios (conjugados) seria el cuadrado del médulo igual a su producto,
que es menor que 1 segin se ha visto,
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de Runge. Claro es que esto exige dar valores numéricos
a los parametros. De acuerdo con el Sr. La Cierva adopté
el valor medio m = 0,5 y ¢l valor limite A = 1. Con ob-
jeto de no hacer los cdlculos demasiado largos, me he
contentado con una de las aproximaciones de Runge de
segundo orden, que da un esquema de cilculo relativa-
mente sencillo, conocido en los libros alemanes con el
nombre Tangententrapez-1'er fahren (método del trape-
cio de tangentes), y que puede el lector consultar, por
ejemplo, en la obra de W. Hort, Die Differentialglei-
chungen des Ingenienrs. Omitiendo, pues, detalles del
cileulo, reproducimos de los cuadros calculados sélo las
columnas y, ¥" para una y otra solucion. (Se han tomado
intervalos de 15 en 15 grados).

Solucidn y, ! Solucidn y,
xi= =" | M=, ‘ Ye=10, y.=0,
|
we | 1 | o 0 1

15° | 00,8071 - 0,70150 0,21030 0,51300

30° 0,64584 - 0,0062006 0,25286 0,00567

43" 0,38000 — 0,51081 0,25399 — 0,10381

60° 0,20004 - 0,51572 0,10390 - 0,19090

75° 0,10485 — 0,27040 0,14120 — 0,14917

go° | 0,05041 — 0,I4022 0,10877 — 0,08866
105 | 002450 — 0,06771 0,00550 | = 0,05273
120° 0,01505 — 0,03008 0,08017 — 0,01008
135° 0,01108 — 0,01301 0,00148 0,02010
150" 0,00060 -~ 0,00380 0,10075 0,0451)
165 0,00038 0,00060 0,11571 0,00453
1809 | 0.01027 0,00200 0,13451 0,07540
195° 0,01125 0,00343 0,15530 0,07250
2107 0,01210 0,00215 0,17252 | 0,05053
225° | 001230 — 0,00072 0,18183 | 0,00748
240° 0,01174 — 0,00474 0,17711 - 0,05180
255° 0,0000.4 - 0,00014 0,15524 — 0,11723
270" 0,00000 — 0,01314 0,11620 — 0,17781
285¢ 0,00308 — 0,01623 0,00268 | = 0,22493
300° — 0,00140 - 0,01700 — 0,00121 — 0,25328
315° — 0,00004 — 0,010665 — 0,06950 — 0,25220
3307 — 0,01010 — 0,01304 — 0,13203 — 0,20302
345° | = 0,01200 — 0,00351 — 0,17601 — 0,00751
36G0° | — 0,01300 -~ @1 | 4 0,00308 = ¢1;:|| — 0,18500 == @y, I + 0,04107 == @21

Sustituyendo los valores numéricos m = 0,5, y,(27) =
= — 0,013, ¥'5(27) = 0,04197 en la ecuacion [13], resulta
en definitiva,
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Queda pendiente una duda: ¢Los errores propios del
método aproximado seguido, influirdn hasta el punto de
alterar el cardcter del movimiento? Es ficil ver que
no. En efecto, si fuese, por ejemplo, 's,| == 1, la suma
de las raices seria de valor absoluto > 1. Para que tal
hecho ocurriera serfa, pues, preciso que los errores de-
bidos a la aproximacién del método fuesen del orden de
la diferencia entre la unidad y el valor obtenido para la
suma de las raices 0,028097, lo cual es de todo punto in-
admisible (*¥).

Es mas, la comparacion, a posteriori, entre el valor del
wronskiano W (2=) dado por el cuadro

—0,013 - 0,04197 + 0,18500 - 0,00398 = 0,000191

y su valor tedrico [11 @] e — %7 =0,000081 (error o dife-
rencia = 0,000111) nos da una idea del grado de aproxi-
macién con que se ha operado, y nos acusaria equivoca-
ciones graves cometidas en los cdlculos si la disparidad de
valores fuese grande.

Para tener idea cuantitativa de dicha estabilidad basta
ver que la segunda y tercera potencias s, y §, son ya
tan pequerias, que después de dos o tres vueltas de la
pala las oscilaciones de ésta serdan practicamente nulas.
Para ponerlo graficamente de manifiesto se adjunta la
representacién griafica de las funciones y, e y,, cuya
prolongacién mas alla del primer periodo se consigue
por aplicacion reiterada de las férmulas [3], que dan en
este caso:

31 (¥ + 27) = — 0,018 3, (¥) -+ 0,00398 3, (v)
= — 0,018 y, (x)
Yo (¥ 4 2r) = — 0,185 3y (x) + 0,042 3, ()

[15]

El médulo del término despreciado es < 0,004 - 0,3 =
= 0,0012, menor que el espesor del trazo del dibujo a la
escala elegida. De estas formulas resulta en seguida que
a partir del argumento x = 450 grados la curva v, se con-
funde pricticamente con el eje x, y la curva v, (dentro
del segundo periodo) con los valores del primer pe-
riodo reducidos préximamente a 1/25. Para la tercera
vuelta, nueva reduccién, con lo que se confunde ya con
el eje x.

Es de advertir que las funciones y, e y, calculadas, son
técnicamente exageradas, ya que corresponden a condi-
ciones iniciales [y, () = 1 radian, y'; (0) = 1 radian / ra-
dian] demasiado fuertes. Pero para k suficientemente
pequeno, son ya pricticamente posibles las soluciones
ky, y ky, (de menor oscilacién), representables por las
mismas curvas sin mas que variar la escala vertical.

(*) En el libro de
Hort, citado, hallard
el lector varias apli-

I "'T. s — 0,02897 s -+ 0,000081 = 0, [14]
i
N
/| cuyas raices s, = 0,0250, s, =~ 0,0032
! i . .
/1 son notablemente menores que la uni-
dad, lo que asegura (para estos valores
de los pardmetros al menos) una esta-
3 ¥ bilidad considerable en el movimiento
de la pala.
’i'
']
f' |
i
.r’ I
; s Yz
ard !
1
L}
(-] :,: T T T T
5 o P2 20° o* 180 2i0* 240°

Fig. 1.
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La ecuacién reducida

Con lo dicho queda indicado un método wiable para
averiguar la estabilidad, dado un par cualquiera de valo-
res de los pardmetros. (Practicamente puede condensar-
se en la siguiente regla: calctlense por el método de Run-
ge, ¥y, ey, entre oy 2w, y obsérvese siy, (27) + ¥, (2%) es
de médulo < 1.)

Ahora bien, probada la estabilidad para m=0,5 y A=1,
como las raices (niimeros caracteristicos) de la ecuacion
caracteristica son funciones continuas de sus coeficientes
y éstos a su vez son funciones continuas de los parime-
tros de la ecuacion diferencial (¥), la estabilidad subsistird
en un cierto entorno de los valores adoptados. Ademis,
como para aquellos valores la estabilidad es considerable,
todo permite esperar que dicho entorno sea de cierta
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caracteristicas nuevas, repetir el calculo indicado, toman-
do el valor de m propio de las palas y el valor de A
correspondiente a la maxima velocidad que se trate de
desarrollar. Desde el punto de vista técnico la cues-
tién parece, pues, bastante dilucidada.

consideracién. Por otra
parte, existe la certeza
practica de que si el mo-
vimiento es estable para
una cierta velocidad, lo
es para velocidades infe-
riores, es decir, la esta-
bilidad se conserva al dis-
minuir A, al menos entre
los limites asignados para
m (de aqui que se haya

tomado un limite superior
de ). En términos mate-
mdticos parece que, en
efecto, asi deba ocurrir,
toda vez que al disminuir
A disminuye la amplitud de
las oscilaciones de los co-
eficientes de la ecuacion
diferencial, y ésta da para
= o oscilaciones répida-
mente amortiguadas (intégrese la ecuacion de coeficientes
constantes que resulta al poner % =0 en la ecuacién de
La Cierva); pero esto no constituye ni siquiera un co-
nato de demostracién, que seria interesante hallar. Su-
puesto esto cierto, bastaria, al proyectar un autogiro de

(*) Véase la Memoria de Liapunof, Probléme gindral de la stabilité du
mopvement, Annales de la Faculté de Sciences de 'Université de Tou-
louse, 2." serie, tomo 0, teorema de la pidgina 4o0.

Eje polar

Desde el punto de vista matemdtico, aparte la demos-
tracién indicada, seria interesante resolver globalmente
la cuestion, averiguando en qué region del plano () es
estable el movimiento. El estudio global de la estabilidad
ha sido hecho para ecuaciones de tipo mds sencillo (Hill,
Mathieu), que carecen del término en la primera deriva-
da. Por esta razdén, tanto como para exponer los traba-
jos de mis alumnos, vamos a transformar la ecuacién de

La Cierva en otra que tenga el cardcter apuntado. DBasta
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para ello hacer el conocido cambio § = w2 y disponer de
la arbitrariedad de la funcién o, por ejemplo, para anular
el término en u'. Resulta:

m(u"v 420 v - v"u) + ( f: -k sen L?) (' v -} v 1) -

+ (m -+ hcosy + 15 Msen2¢) nv=o. [16]
Anulemos el coeficiente de u':
Qmo' + (3--{--). sen \p)v=o; W - S -seny [I7]
4 ) v Sm 2m

ecuacion que se satisface tomando la integral particular

4 cos

hcosw St

_38¢
8m

ly = [18]

Qm

quedando la ecuacidén [16] reducida a
i o'

ma” - [m z + (g -} % sen a) o + m 4-Acosg
v L]

+%).25en2?]=n,

'U' "
y sustituyendo —p Porsu valor [17] ¥ g por su valor

despejado de la derivada de [17]
d it o o' \2 I3
— ):——(-):— ~—cos v
dy ( v v v 2in

vr} '}. 3 }‘ 2
— = ———cos 9 -} ( -+ sen ")
v 2Qm S 2

queda

~cos 4 8 12 sen 29 —
dan

1 3 2
— - h sen % =
4m? (-L + r) ]

Obsérvese que sen®g tiene el periodo = lo mismo que
sen 2 9; el corchete es, pues, una funcién periddica con
dos armdnicos, pudiendo escribirse la ecuacion asi:

u” - [l + - L
2m

w” =[a -+ bsen (v uv)+csen Qo+l [19]
que llamaremos ecuacién reducida, en la que
a=—1-- —9 — 4 i
64?2 8
4/ \e 2/ |
. \/1+ LA c-.:)—-.\/9+- LS (19 4]
2m dm dmn 42
4 1
torw, = — — torm, — —
o 3 &% 6m
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Aun puede reducirse la ecuacién [19] a una de primer
orden observando que

W ey

S 1t .
y tomando como nueva funcién r, — — Queda asi
1

' =a-bsen (¢ + 9) + csen (29 + 9)) — 2 [20]
que es del tipo Riccati (*).

Dejando para otro lugar y ocasién el ocuparme de esta
iltima transformada, diré que la ecuacién [19] ha sido
sometida en los ltimos meses del curso al método numé-
rico de Runge por parte de mis alumnos Sres. Ontiveros
y Andeyro, y al método grifico de Meissner (V. Hort,
loc. cit.), por los alumnos Sres. Moreno y Ros. Adjunto
un extracto de los laboriosos cuadros de cilculo de los
primeros, quienes aplicaron el esquema de Runge, con
intervalos de 10 en 10 grados para los mismos valores
h=1 m=0,5, que dan (19 @)

a = 0,0625

b = 1,802775...

¢ = — 1,581185...
@, = — 83° 41' 20"

gg = 18° 26' 10

(Reproducimos solamente las columnas 1, u, 1’y u'y, y
las filas correspondientes a argumentos multiplos de 30
grados.)

i i | 'y i '
|

0% 1 o 4] 1

30° 0,75711 — 0,50241 0,48873 0,77670
G0° 0,24743 — 1,12119 0,70038 0,43850
oo | — 034236 | — 1,10308 1,07031 0,00016
120° — 1,10867 = 2,20054 2,01079 3,12273
1509 | — 310758 | — 5,30300 4,83010 B,41183
150" —  7,20088 [ — 0,063,420 10,62140 14,580603
2100 — 12,05428 | — 06,066053 17,07360 10,15002
240° | = 12,0640 5,00047 19,00376 — 744181
270° | — 749809 13,00457 11,35416 — 10,47401
300° |  — o,12400 14,31443 0,36016 — 21,33000
3300 731171 13,75386 —10,72084 | — 20,52760
3607 | 13,47011 | 8,08630 — 10,06324 — 12,27100

Es ficil cotejar las funciones 1w, 1, con las anteriormente
obtenidas y, ¥, (v. cuadro). En efecto [18], las solucio-
nes v, v, tienen que ser de la forma

- ﬁ rp—i—é&sqr
y=e

(4 1,(¢) + Buy(9)]

(*) A estas mismas ecuaclones, o de forma parecida, han llegado otros
caleuladores, entre ellos el Sr. Orts, quien al publicarlas en el nimero de
1bérica de 12 de mayo, observa la existencia de una solucion sencilla de la
ecuacion [20] de la forma y =« 4 Fsen ¢ 4 7 cos ¢ para los valores particu-
lares de los parimetros 91 == 0,0001, 2 = 0,707, fuera de los limites asignados
por La Cierva,
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y derivando, y expresando las condiciones iniciales, se
obtiene, después de sencillos cdlculos,

—_ in‘;r--i—llt:tn!ii'p—l
n=e !

, (9) + % u,(np)J

— :t--‘p-}-cusf;’ -1
M= 4 g(2).

Teniendo en cuenta el anterior cuadro de valores, el
lector podri representar facilmente estas curvas, y obser-
vard que, excepto en una zona inicial que llega préxima-
mente hasta los go grados, y en la que hay pequenas
divergencias, en el resto del periodo las curvas coinciden
muy sensiblemente con las antes obtenidas.

Del trabajo de los Sres. Moreno y Ros, reproducimos
solamente (fig. 2, con una gran reduccién de fotogra-
bado) la obtencién de la curva u,(¢) siguiendo el método
de Meissner, que da la curva en polares por intermedio
de la curva antipodaria. No nos detenemos en detalles,
pues el método, tanto por su reducida aproximacién, como
por las frecuentes dificultades de orden practico que pre-
senta, no es muy aconsejable.

Notas finales

Volviendo al problema matemético del estudio global
dela estabilidad, afiadiremos, para terminar, algunas notas.

I. — Liapunof, en su famosa Memoria antes citada
Probléme général de la stabilité du mouvement, deduce
ciertas consecuencias generales acerca de los numeros
caracteristicos cuando el coeficiente p(x) de la ecua-

ciéon % = p (x)y, que es del mismo tipo que la reduci-

da [19], tiene un signo fijo en todo el periodo. Des-
graciadamente no es éste el caso de la reducida de la
ecuacién de La Cierva, ya que para m=0,5 y +=1I el
corchete de la ecuacién [19] tiene la representacién indi-
cada en el siguiente grafico:

Fig. 3.

Septiembre 1934

El Sr. Orts en reciente nota publicada en Ibérica (*)
invierte la cuestién e indica que por aplicacién del teo-
rema de Sturm a una cierta transformada de la ecua-

cion [19] (mediante el cambio tg S =% que la racionali-

za), se pueden hallar condiciones necesarias y suficientes
que tienen que cumplir los parametros » y 2z para que
£ () tenga signo positivo. Ahora bien, tales condiciones
(que por su complejidad no llega a formular totalmente)
son s6lo suficientes para que la ecuacion de La Cierva
admita algunas integrales convergentes; de manera que
ni son necesarias ni se puede afirmar con ello nada acerca
de la existencia de integrales divergentes. Asi, por
ejemplo, el caso h=1, m =0,5 estudiado en este ar-
ticulo, en el que fodas las soluciones de la ecuacién de
La Cierva son convergentes, no cumple las condiciones
indicadas por el Sr. Orts.

II. — Para las ecuaciones sin término en la derivada
primera (es decir, en las que p,(x) =0) como la reducida
[19], el término independiente de la ecuacion caracteris-
tica vale la unidad [11«]; se trata, pues, de una ecuacién
reciproca

s2— As +1=0

Esta circunstancia permite expresar muy cémodamente
los exponentes caracteristicos == «, pues las raices de la
ecuacioén seran

sy =e?2™ s,=e 2™
¥y su suma
A=2Ch2r«
de donde
"= i Arg Ch i
(3 2

Teniendo ahora en cuenta que f es el producto de u por

3x Acosy

v=e &m 2m  la condiciéon de estabilidad serd que

la parte aperiédica de dicho producto, o sea

tienda a cero al crecer &, 0 sea que

8
———da<<0
8m v

que se cumple si
Gm
8m

A<<2Ch

(*) Nimero de 16 de junio.
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(Si A << 2, « es imaginario puro y la parte aperiodica
e
de 0 queda reducidaae 8m que tiende a cero.)

Para el cilculo del coeficiente A puede seguirse el mé-
todo de Runge, como en la ecuacién directa, siendo su
valor la suma de los Gltimos nimeros de las columnas 1,
y #'y.  Por este camino orientamos los cilculos desde un
principio; posteriormente me he dado cuenta de que la
simplificacién que aporta la ecuacién reducida es mads
aparente que real, en lo que se refiere a la materialidad
de la aplicacién del método de Runge, toda vez que la
simplificacién que supone la anulacién del término en ',
queda sobradamente compensada por la mayor complica-
cion del término en u, y por el trabajo de restitucién a la
funcion 0, si se quiere tener una idea grafica de la varia-
cioén de las soluciones.

III. — En la misma Memoria citada, Liapunof indica un
ingeniosisimo método de desarrollo en serie del coefi-
ciente A del término lineal de la ecuacién caracteristica
s* — As—+1=o0, correspondiente a la ecuacion diferen-
d*y
dx?
El valor de 4 viene dado por

cial

= zp(x)y, segin las potencias crecientes de .

I &
A=1 -+--2 \_"Ifn (tn)—l—"&'“ [(u]] 3“, [21]
1
en donde las funciones fy (x) y =x(x) pueden obtenerse
mediante las férmulas recurrentes

fu )= [Tdx J":p (x) £, _, (x) de a
° [22]

on (x) = j; dx f':p (%) 9, 1 (%) dx s

Ahora bien, Liapunof cuida bien de advertir que este
método es vilido para valores suficientemente pequefios
de . Goursat (¥), al reproducir este método, aplica la
férmula para e =1, con lo cual, aun suponiendo cierta-
mente convergente la serie [21], resulta de muy penosa
aplicacion para el cilculo practico del coeficiente A por
la escasez de la convergencia para valores grandes del
periodo w. Al menos asi ocurre en el caso que nos
ocupa por razones andlogas a las expuestas al tratar de
los inconvenientes del método de desarrollo en serie de
Taylor. El lector curioso y paciente puede convencerse
pronto de ello aplicando unas cuantas veces las formulas

(*) Analyse Mathématique, tomo I, piag, 407, cuarta edicion,
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recurrentes [22]; el término independiente en el coefi-
ciente p (x) engendra por integraciones reiteradas poli-
nomios de grado creciente, es decir, verdaderas series de
potencias de 2w en [21]. No aconsejamos, pues, a menos
que se nos demuestre lo contrario, la aplicacién de di-
chas férmulas.

IV. Hill, al estudiar el movimiento de la luna, que esta
sometida al campo atractivo Tierra-Sol de caracter peri6-
dico, llegé a una ecuacién de tipo parecido, por lo cual

. d*y .
todas las ecuaciones de la forma Tx)g— —+[h—P(x)] =0, en
las que ‘I (x) es periddica, se suelen llamar ecuaciones de
Hill. En el caso de la Luna, la funcién ¢ podia ser des-
arrollada en series de cosenos de multiples pares del ar-

gumento. Hill, desarrollando en series de exponenciales

.
las soluciones buscadas y=¢“¥ ¥ b, e, y sustituyendo
—_—0

en la ecuacion, obtuvo un sistema de infinitas ecuaciones
lineales en los coeficientes b con estas infinitas incégni-
tas, y, por eliminacion de las b, la ecuacién, en formade
determinante infinito, a que tiene que satisfacer el expo-
nente caracteristico «. Este método, que para el caso de
la ecuacidn lunar puede verse desarrollado en el Modern
analysis de Wittaker-Watson, ha sido posteriormente
generalizado a las ecuaciones de Hill de tipo general con
d*y

pardmetros dx-; -+ [+ y® (x)] y =0, ocupando la aten-

cion de matemdticos de primera fuerza como Poincaré.
(Véase M. J. O. Strutt, Lamésche Mathieusche und ver-
wandte Funlktionen in Physik und Technik.)

Para el estudio del caso particular m=0,5, =1 no
me ha parecido necesario recurso tan elevado, y para el
caso general en que 2y m son variables, es de observar
que estos parametros no entran linealmente en la ecua-
cién [19] ni hay medio de transformarlos en otros que
tengan dicho cardcter, por lo cual nuestro caso no se re-
duce a una simple aplicacién del profundo estudio que en
dicha Memoria de Strutt (publicada en los Evgebnisse del
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, aiio 1932) se hace
acerca de la ecuacién de Hill con uno y dos pardmetros
lineales. De su lectura puede sacarse, sin embargo, la
asimilacién de métodos diversos, cuya complejidad al ser
aplicados al caso que nos ocupa no he sabido vencer.

Para mds extensa bibliografia remitimos al lector estu-
dioso a la que se inserta al final de dicha Memoria de
Strutt, que creemos lo mis completo que se ha publicado
hasta la fecha acerca de ecuaciones de este tipo y sus nu-
merosisimas aplicaciones.
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